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复 变 画 数 论 发 展 到 今天 已 成 为 一 个 内 容 非 常 丰富 、 应 用 极为 
广泛 的 数学 分 畜 。 作 为 大 学 必修 课程 的 复 变 函 数 主要 进 述 解析 画 
数 的 基本 理论 和 有 关 方 法 , 通常 它 包 括 人 以 下 三 方面 内 容 ，Cauchy 
积分 理论 、Weierstrass 级 数理 论 和 Riemann 共 形 映照 理论 。 

本 书 是 以 我 们 在 北京 大 学 数学 条 多 年 讲授 复 变 画 数 课程 的 讲 
义 为 基础 改写 成 的 。 力 图 做 到 取材 精炼 、 安 排 靶 次 、 简 明 扼 妇 地 
叙述 解析 函数 的 基本 内 容 。 这 门 课 程 的 研究 对 象 除 单 值 解析 画 数 
外 ， 还 不 可 避免 地 要 涉及 到 初等 多 值 丽 数 ， 而 这 往往 是 臻 师 难 以 
讲授 、 学 生 难 以 掌握 的 一 部 分 内 容 。 为 此 我 们 着 重 在 第 二 章 第 三 
节 分 析 产 生 多 值 性 的 原因 ， 说 明和 如 何 找 出 支点 以 及 在 什么 样 的 域 
内 多 值 画 数 可 以 分 出 单 值 解析 分 支 ， 在 什么 样 的 域内 则 不 能 ， 并 
列举 了 若干 例子 。 几 年 来 的 数学 实践 表明 ， 这 样 做 的 效 示 是 月 好 
的 。 留 数 定理 的 一 个 重要 应 用 是 计算 积分 ， 书 中 对 常见 的 积分 计 
算 作 了 上 比较 系统 的 分 类 ， 使 学 生 学 完 这 部 分 内 容 后 有 所 旭 循 。 共 
形 映照 是 解决 实际 则 题 的 一 个 有 力 工 其 ， 书 中 专门 安排 了 一 布 
(第 八 章 第 三 节 ) 列举 若干 共 形 映照 的 实例 ， 目 的 在 于 使 学 生 能 
应 用 初等 画 数 实现 贡 见 图 形 的 共 形 映照 。 

选 做 一 定数 量 的 习题 是 掌握 基本 理论 与 方法 的 重要 环节 ， 本 
书 除 第 狼 章 第 一 节 外 ， 每 节 都 皮 有 足够 数量 的 习题 ， 少 数 较 难 的 
习题 都 有 提示 。 

节 中 的 缺点 和 和 殖 冻 在 所 难免 ， 和 项 于 大 家 批评 指正 。 


庄 泊 泰 张 南 冀 
1982 钙 11 月 于 北京 大 学 
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第 一 章 复 数 


在 中 学 代数 课程 里 ， 由 解 一 元 二 次 方程 引进 了 复数 的 概念 ， 
并 且 阅 明了 它 的 若干 基本 性 质 ， 在 这 里 ， 为 了 令 后 的 方便 ， 我 们 
来 叙述 有 关 复 数 的 一 些 内 容 ， 


$1 复数 的 几何 表示 


大 家 知道 ， 所 谓 复 数 ， 即 形 如 z =x+1y 的 数 ， 其 中 ?是 纯 虚 
数 单位 1/-1，x 与 y 都 是 实数 ,分 别称 为 复数 z 的 实 部 和 虚 部 , 记 作 
Rez 和 Jm z. 

”在 平面 上 取 正 交 华 标 系 Oxy. 我 们 用 坐标 为 (x,y) 的 点 表示 
复数 >2=x+iy. 这 样 复 数 就 与 平面 上 的 点 一 一 对 应 , -实数 与 x 轴 
上 的 点 一 一 对 应 ,x 轴 称 为 实 轴 ， 万 数 iy 与 y 轴 上 的 点 一 一 对 应 ， 
y 轴 称 为 处 轴 。 与 复数 建立 了 这 种 对 应 关系 的 平面 就 称 为 复 平 
面 . 今后 ， 复 数 与 复 平 面 上 的 点 束 不 再 区 别 了 .全体 复数 或 人 复 平 
面 记 作 C， 

”有 时 我 们 也 用 向 量 OP 来 表 不 复数 z=x+iy，x 与 分别 是 
OP 在 x 轴 和 y 负 上 的 投影 OP 的 长 度 r 称 为 复数 z 的 模 ， 记 作 
[zl| 、 显然 (图 1-1) 
|z| =r= Xx:+ yy?. (1) 
容易 看 出 
[Rez| 委 和 |z|1，|Imz| 委 |z|， 


| zj 过 |Rez| + |Imz|, 


假如 已 点 不 是 原点 ( 即 zs 关 0)， 则 称 


(2) 


向 量 OP 与 x 轴 正 向 之 间 的 夹 角 9 为 z 的 幅 和 角 ， 记 作 Arg z. 幅 和 角 
的 方向 规定 为 ， 反 时 针 方 向 为 正 ， 顺 时 针 方 向 为 负 ， 显 然 ， 一 个 
复数 有 无 穷 多 个 幅 角 .车 91 是 复数 z 的 一 个 幅 角 ， 那 么 
0=0,+2kx (k 是 整数 ) 
就 给 出 了 复数 = 的 全 部 幅 角 .在 复数 z 的 幅 角 中 ， 有 一 个 9。 满足 
0<9, 二 2x，00 称 为 复数 z 的 主要 幅 角 , 或 旺角 的 主 值 ， 记 作 argz. 
注意 ,有 时 为 了 方便 起 见 ， 也 取 其 他 的 主 值 范围 ， 如 - x<bo<r. 
但 是 不 管 argz 的 范围 如 何 取 ， 总 有 
Arg z=argz+2kxn (k 是 整数 )， 

在 平面 上 只 有 原点 ( 即 复数 z = 0) 的 幅 角 是 不 定 的 . 

如 果 取 Ox 为 极 坐标 系 的 极 轴 ， 那 么 ， 复 数 z 的 模 和 幅 角 分 别 
是 向 量 OP 的 极 答 和 极 角 .由 次 角 坐 标 采 与 极 坐 标 邓 的 关系 ， 我 
们 有 


xX= rcoso, 
| = rsing, (3) 
其 中 + ,9 分 别 是 复数 z 的 模 和 幅 角 ， 所 以 
Z=r(cos0 + tsing). (C4) 


(4) 式 称 为 复数 z 的 三 角形 式 ， 
(3) 式 表明 可 以 用 z 的 模 和 幅 角 来 表示 z 的 实 部 和 菩 部， 太 
之 亦 然 ， 


Iz| = XxX:+ y2. 
arc tan 2 在 第 于 象限 ; 
argz = arc tanz + = 在 第 工 ,征象 限 ， (5) 


arc tan + 27) z 在 第 象限 ， 


这 里 0 委 argz<<27。 


-一 2 一 


复数 x -1iy 称 为 复数 z =x+iy 的 共 罗 复 数 ， 记 作 z。 显然 ，z 
和 三 关于 实 轴 是 对 称 的 (图 1-2)。 根 据 定义 ， 容 易 验 证 
1 有 = |1z|， (6) 
Arg z= — Arg >, (7) 
(z)= 2. (8) 
注意 ，(7) 却 的 意义 是 ， 对 于 Argz 
中 的 任意 一 个 值 ， 必 有 Arg z 中 的 一 个 
值 ， 使 得 它们 仅 相 差 一 个 符号 ， 反 之 亦 - 
然 。 : 


习 题 
1。 求 下 列 复数 的 模 和 幅 角 的 主 值 
ll+t, i, 2—-31, 1+1, 一 5+121, 
2。 证 朋 
/TReztlmz)<|z|l<IRez| + IImz|. 


$2 复数 的 运算 


在 定义 运算 之 前 ,我 们 首先 注意 两 个 复数 > = x +iy 与 z， 
= xs+iys 是 无 大 小 可 车 的 . 我 们 称 z;，zs 是 相等 的 ，z, = z。， 如 
果 xi 一 YXo2y1 二 ye。 
复数 的 加 法 和 减法 定义 如 下 ; 
ZI1+ Zo = (XI + Xo) ti(Yy, + y,), 
ZI ~ Zs= (XT— Xo) +i(y— yo) 
若 用 OP ,OP, 分 别 表示 复数 = ,za 对 应 的 向 量 ， 则 复数 的 加 
减法 与 向 量 的 加 减法 一 致 。 因 此 按 平 行 四 边 形 法 则 ， 向 量 OP 甫 


示 复 数 zi + zs (图 1-3)， 一 般 地 ， 若 有 个 复数 z，= x，+iy，(k 
=1,2,…,7) ,它们 对 应 的 向 量 是 OP，(k=1,2,…,n)， 那 么 
Zi 二 Zo 二 Zn 二 (XI 二 Xa 二 Xa) TiCYi TY 十 yn) 


对 应 的 向 量 (图 1-4) 是 


图 1-4 


mi 


OP= OP,+0O0P,+...+0P,. 
由 于 PsP + OP,=OP，( 图 
1-5)， 所 以 
P,P, -OP - OP, 
= (X11+iy1)— (Xs+1y2) 
图 1-5 人 =(2X1-X2) 十 1(YI- ya2)9 
即 向 量 P,P, 表 示 复 数 m -zs。P,P, 的 长 为 |z -zs|， 也 就 是 复 平面 
上 点 2z1， 2 之 间 的 距离 ， 如 果 过 PP, 作 忆 xy 多 Py /分 别 与 Ox 轴 和 和 
Oy 轴 平 行 ， 那 么 P,P 与 Px 之 间 的 夹 角 就 是 z1 -~ zs 的 幅 角 。 
在 定义 乘法 时 ， 如 辣 对 实数 作 乘 法 一 样 ， 我 们 只 要 注意 
12 = -1, a 
21Z2= (XI +1Y) (Xs + i Yo) 
= (XiXe 一 yy2) 二 1(CXIY2 十 X2y1)。 


按照 定义 ， 
2 二 = |z|2。 《9 ) 


我 们 假设 z1 = x, +iy,=ri(cos0, +i singi)，za= Xa+Tiya 

=*a (co0sys+1 sing，)， 于 是 
ZiZa=ri(cOs0) +1 sing,)*ro(cos0, +1 sing,) 
=7irs{f(cos0cosga — sin, sin 0,) 
ti(sinb cos0, + sinGsc0s0 | )} 
=rirs{cos(0, + 02) +1 sin(O, +0,)}, 
因此 得 到 
| zizsj = |z1| |zs*|， (10) 

Arg(2122) = Argz) + Argz». (11) 
这 表明 ， 乘 积 的 模 等 于 模 的 乘积 ， 乘 积 
的 幅 角 等 于 幅 角 的 和 。 根 据 这 一 结果 ， 
我 们 可 以 给 乘法 一 个 几何 解释 . 在 Ox 
轴 上 取 单 位 线 殿 O07， 在 线 惧 O0z 上 作 。 
从 0zz 呈 和 和信 Oz 相似 ， 那 么 忆 点 就 表 
示 乘 积 ziz* (图 1-6). 

蒋 ze =r,(c0s0 s+?sing;) (R=1,2,…,n). 应 用 归纳 法 得 到 

Zi22°*Zn =rrern{cos(0 + Ot+...+0,) 
+? sin(0, + 0s+..……+0,)}, 

即 rirs…r, 和 0,+b+…+b0, 分 别 是 ziza…zw 的 模 和 幅 角 ， 特 别 
地 ， 有 


图 1-8 


《cos0 十 ? sin0 ) eos ng +isin n0, “12) . 


上 式 称 为 de Moivre 公 式 ， 


假设 ze0。 由 (9) 式 知 ， 士 = 六 Tz 我 们 定义 除法 至 为 
闻 。 zz、 由 (10) 式 得 到 
Z 1 _ |z| 
EE 


再 由 (6) 式 得 到 


-jza| . (13) 


由 (11) 式 得 到 
Are(2) Argzs + Arg 2， rg 2o9 + Argz: 
所 以 再 由 (7) 式 得 到 
Arg(2:) = Argz,— Arg2z,. (14) 
< 


为 了 说 明 除 法 的 几何 意义 ， 只 需 说 明 运 算 w= 1/z 的 几何 意 
义 . 为 此 ， 我 们 把 这 个 运算 分 解 为 


2’ =~， w= 2/,。 
Fa 
如 果 z = r(eosg +i sing)， 那 么 
z' = 工 - -二 -= (eos 0O+1i sing), 
2 lz 
1 ”这 表明 0 也 是 z’ 的 一 个 幅 角 , 2 和 2z 
加 


的 模 的 乘积 为 1. 因此 , 若 |z|<.l1， 
过 z 点 作 射 线 Oz 的 垂 线 ， 交 单位 圆 
周 于 了 7 了， 过 了 作 单 位 圆周 的 切线 ， 
这 条 切线 与 Oz 的 交点 就 是 z“ ， 事 
实 上 上， 由 下角 三 角形 人 AOz! 和 
和信 OTz’ 相似 (图 1-7) 就 得 到 

z [zi|z’|=1, arg2’ = argz. 
若 |z| 之 1， 情 形 是 类 似 的 ， 只 需 
先 作 切线 再 作 垂 线 . 当 |z| =1 时 ， 
2'/ =2， 两 点 重合 ， 


从 z 到 z’ 称 为 关于 单位 圆周 的 对 称 变换 , 至 于 w = 三/ ,显然 是 
关于 实 轴 与 2 对称 ， 因 此 w = 1/z 是 关于 单位 圆周 的 对 称 变 换 与 
-一 6 oo 


关于 实 轴 对 称 的 复合 . 
例 1 求 复 数 z=1+cos0 +ising (-zTS0<7) 的 三 角形 式 。 


1z| =Foo0) rang ~， 


cos = 2cos 人 . 
2 2 


| sing 
arg 2 二 arctan- -一 = 


-0 
1+ cosb 2° 
所 以 (图 1-8) 


ZzZ 荆 200s ( COS 人 +1 sin ”). 


例 2 通过 计算 (5-1)4(1 +:)， 图 1-8 
证 明 Machin 公 式 


心 | 引 


= darc tan 一 8IC tan 1 


(5-1)s(1 +1) = (24-107)2(1 +1) = (476-4807) C1 +7) 
= 4(239-7)。 
若 取 一 x<arg z<C xz， 那么 


arg(5 一 了) 一 -4arc tanz， arg(1+i) = 


arg(239—1)= ~arc tan 3 


上 所以， 由 (11) 式 得 到 


人 4arc tanl = — arc tan 1 
4 可 


全 


心 | 3 


= darc tan= — arc tan 1 


本 题 
1。 验 证 ZI! 土 2s= Z| 土 2,, 212o =Z1Z2。 
2. 将 下 列 复数 表 为 c+ bi 的 形式 : 
i Hi 3) (1 +i)" + (1 -i)", 
其 中 " 是正 整数 . 


3 。 0 singxs1， 求 ] 二 2 


2 2 
4, .| 0, 证 月 Rez = 1(z+), Imz= 志 (=- 二 


5。 证明 ， 车。 si 不 是 负 严 数 ,网 在 在 叭 _ 的 ERecS0， 
使 得 6? = >， z 
6。 证 明 。 以 复数 a, 6B, y 为 顶点 的 三 角形 (由 a 到 再 到 yy 是 
肥 时 寺 方 向 )， 其 面积 为 
1v- Bl In( -Ina + By +ya). 
7。 求 复数 zo 闪 0 关 于 直线 (1) x 一 y=0 (2) %+y=0 的 对 


称 点 。 . _ . 
8。 求 ,: (1) 1+cos0 +cos20 +..-.+cosn0; 
(2) sin0 + sin20 十 … + sin ng0, 


9. (1) 若 z=cosbg+isings0， 则 二 =cos9 i sing; 


(2) 若 z 半 0， 定 义 2-" =1/z"。 证 明 de Moivre 公 式 对 于 所 有 
的 整数 "成立 ， 

10. 证 明 |z1+zs|?+ |zi 一 zl?=2《|z1|2+ |zs|?)， 并 说 明 
其 几何 意义 ， 

11. 证 明 : (1)|1 +z12z|2+|z1 一 212?= (1+|zs|2) C1+|z112); 

(2) |1- 2z122|2— |21- 22l?= (1— |21|2)(1— | zzj2)3 


-一 一 


(3) |z1(1 + |z,1*) ~ 2 (41+ |z11°) 12 = 所 四 1 ?| 2 


— (2122 — Z12,)2. 


12。 证 明 当 |z -这 大 | 本 _ 


1z1| = 1zs| =1， 上 式 在 什么 条 件 下 成 立 ? 
13。 证 明 复 数 a,B,y 共 线 的 充 要 条 件 是 


a Qa 1 
BpB BB 1|=0. 
yy 7 1 


14. :证 朋 ， 以 z1, zs,z3 为 责 点 的 三 入 下 与 wavsrs 为 大 上 
的 三 角形 相似 ， 其 充 要 条 件 是 
21 wi 1 


Zo ww» -1 = 0 ，。 


. za ws 1 i 
二 明 国有 的 访 程 是 23+ z+ Bz+6=0， 其 中 < 是 
ge, (ls 0. 求 其 圆心 和 人 定 径 ， 
16. 求 过 不 共 线 三 点 zy zs, zs 的 圆周 的 方程 .: 
。 设 zi 半 0,1, 且 0， z1; Zo 三 后 不 共 线 ， 征明 ,: 过 点 al/ 
加 局 的 加 也 和 全 入 分别 


Zi(1+|2,|*)~ >， G+ iz |z21 201| 1- zzs| 
Z122 — 21Z, | 2122 — 2129| 
日 点 1/2zs 位 于 这 个 圆周 上 . | 
18. 若 |z|=4|zzj，4>0， 则 |2i 2 
。 设 ztszo 4 是 不 为 1 的 正 实数 ， 证 明 | 和 = =4 是 一 


圆周 ， 并 求 其 圆心 和 个 径 ， 
20， 设 点 z 在 图 1-9 所 示 的 角 内 (0<<a<) 自 |z 1|<eosa. 


证 明 jLL-31< 一 2 


1-|zl| cosa 


21。 证 明 Vz 《复数 2 的 n 次 方 根 ) 
的 n 个 值 是 正 n 边 形 的 各 顶点 ， 

22. 设 |z1|=|zs|=|zsl=1, 日 z1 

| + za + 23= 0， 证 明 zl，zazy zs 是 内 接 于 单 
位 圆周 的 三 角形 的 顶点 。 

23。 证明， 复数 a,p,y 为 一 个 正三 角形 顶点 的 充 要 条 件 是 
or+Pr+y=ap+Byt+ya. 

24。 证明， 复 平面 上 三 个 不 同 点 cp,? 作 成 以 ?为 顶点 的 等 
腰 三 角形 ， 当 且 仅 当 存 在 正 实 数 &， 使 得 | 


Pp-e ,P77h Op 


B-a a-h 

25 。 设 |2z,| =1(hk=1,2, 3, 4)， 证 明 z 是 矩形 顶点 的 充 要 条 
. 4 | 
件 是 》)z,=0. 

h==1 

26. 证 明 恒 等 式 

sin Tsin 27...sin -Ll := i 
他 n n 2 


提示 ， 考 虑 (z+ 1)" -1 不 为 等 的 n 一 1 个 根 的 乘积 ， 
27。 利 用 de Moivre 公 式 ， 证 明 : 


(1) 当 0<0< 王 -时 ， 


sin(2m 41)0= sin2™ti GP. (cot20), 
其 中 P(x)= 2 (1)*ConriX” *。 : 


2 1 十 ] 
说 
kA m(2m— 1) 
cot2_ ~” 三 一 -一 一 一 一 一 一 。 
(2) 和 2m+1 3 


28， 求 下 列 关 系 式 的 几何 意义 : 


(1) 1 二 


<1 (zzo) (2) Re 二 -二 =0 (zl 22)3 


(3) Im 一 一 -2 =0 (zz2) (4) 0<arg— 2+1 一 <! 


4 
(5) 0<Re(iz)<1, (6) |z+cl+1z-cl 委 2a， 
a>0,， cl< as 
(7) [|z2-2|-1z+2|>5; (8) |z|<1- Rez; 
(9) Re 202+7 >0, (10) |22-1|=4 (4>0). 


$3 三角 不 等 式 


根据 初等 几何 中 三 角形 两 边 乙 长 的 和 不 小 于 第 三 边 的 长 ， 两 
边 之 长 的 差 不 大 于 第 三 边 的 长 以 及 复数 加 减法 的 定义 ， 我 们 羡 
即 得 到 
| zi +za| 委 |zl+| zol， (15) 
|1z1! ~ 1221 | 寺 |z, - 22|。 C16) 
这 两 个 式 子 称 为 三 角 不 等 式 ， 下 面 给 出 它们 的 分 析 证 有 明 , 
由 (9) 式 ， 有 
| zi + zz|2= (21+22) (21+22) = (21+ 22) (2) + Zo) 
=|2z1|?+|22|?+ (2,22 + 2Z122) 
=|z|?+|z2|?+2Re(2zz,), 
因为 Re(ziza) 委 |ziza| = 1z1|1z21， 所 以 
| zi + za|2 委 |z|2+|zo| +2z zl=( zi + |221)2, 
| zi + zz| 魏 |zl| + | zz| 。 
(15) 式 得 证 . 因为 jz:| =|(21 一 22) + 2s|， 由 (15) 式 得 到 


[zl 所 |21- 22| + | ze|， |z|| | zs| 所 | 2 ~ 22|. 


—11— 


同 理 有 |zs| - | zi 委 |z: - zz， 所 以 
[iz1! — 1zozl| 委 | zi 一 z2| 
(16) 式 得 证 . 
从 证 明 的 过 程 中 ， 我 们 看 到 ，(15) 式 的 等 号 成 立 的 充 要 条 件 
是 Re(zlzoz) = | zi jzs| = | zizz| .但 是 一 个 复数 z 的 实 部 等 于 其 模 
的 充 要 条 件 是 : z 为 非 负 实数 ， 即 z 之 0。 因 此 (15) 式 成 为 等 式 ， 
其 充 要 条 件 是 zj2a>0， 也 就 是 


41zs| ?0 ( 若 za 关 0)， -2 0， 
29 之 2 


于 是 得 到 (15) 式 的 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 z1, zs 有 相同 的 幅 角 . 
例 5 设 zs0，- r 魏 arg z 之 x， 证 明 
i1z~—-1|<l1zit~1|l+izilarg 2|. 
设 z=|z|(cos0 +isin0), ~- x<0<n. 
[1z-—-1|=|z-izltt+(izl -1)|<lz-1zi|+|1zi~1| 
=|z||(cos0 +ising)~—-1|+|iz!—1| 


= |z|1 (0000 1 2 -1| 


= zl|2sin | + lz -1 


<lzll901+ [lz1 -1|. 


0 ! lzi 即 得 到 (图 1-10) 
图 1-10 [|z—1|l)izi-1|+1zftlarg z|。 
习 


1。 证明 j z+ zs 二 …+z,| 寺 |z1| 十 1z2] +…+1z。|, 并 求 出 
等 号 成 立 的 条 件 . 
2. 证明 Lagrange 恒等式 


2 al 2 1 一 2 lasb; -aiPrl’, 


] 区 1 二 nn 


由 此 推出 Cauehy 不 等 式 
|Eep,] < lols Tp 
并 且 仅 当 a 与 8 成 比例 时 等 号 才 成 立 ， z 


gl 


3, 大 |a|l<1, |B|l<1, 可 


4。 若 |as | 之 1, 4, 守 0 (k=1,2,.…,7)， 是 At + A,， 
=1, MIA al t+ Asas t+ .+ A.a, |<1. 
5. 知 |cj<1，181<1， 则 


lal-18| _ lal +18| 
ilaff5rs <|E 包 动 [< 汪汪 入 


6。 设 0 之 ao 志 a 委 … 委 Ga,， 证 明 ， 当 |z|<1 时 ， 


ps(2)= a02" 二 GZ 士 … 十 ns 罗 0， 
提示 ， 考虑 (1 - Z)pn,(Z2)。 


§ 4 复数 的 球面 表示 与 扩充 复 平面 


Xi1i2 十 Xa2 十 MX 一 1。 
点 (0,0,1) 称 为 北极 记 作 入 。 同 时 Oxixs 平 面 是 复 平 面 C, 复 平 
面 交 球面 4 于 赤道 . 
现在 ， 对 于 C 中 的 每 一 点 z, 它 与 入 连接 的 下 线 只 与 $ 交 于 一 
点 2 入. 若 |z|<|， 那 么 4 在 下 中 球面 上 若 jz| 之 | ,那么 Z 在 
上 半球 面 上 ; 若 |zl| =1, 则 2 = z. 反 之 ,球面 上 的 任意 一 点 Z 关 入 ， 
它 与 N 连接 的 直线 也 只 与 4 交 于 一 点 z (图 1-11)、 .于 是 除了 N= 


1~11 


(0,0,1) 外 ， 复 平面 C 和 球面 $ 上 的 点 都 是 一 一 对 应 的 ， 并 日 当 
zj +ce 时 ，Z 趋 于 六 . 因此 ， 很 自然 ， 在 复 平 面 C 中 引进 一 理 
想 的 点 ， 作 为 与 入 对 应 的 点 ， 称 为 无 穷 远 点 , 记 作 z = oo。 加 上 无 
穷 远 点 的 复 平 面 称 为 扩充 复 伴 面 ， 记 作 C。， 即 C。=CU1{co}. 为 
区 别 起 见 ， 不 包含 无 穷 远 点 的 复 平 面 C 称 为 有 穷 复 平面 。 C。 与 9 
上 的 点 建立 起 求 的 这 种 一 一 对 应 称 为 球 极 射影 ,9 称 为 (Riemann ) 
复 球面 . | 
注意 ， 对 于 无 穷 远 点 ， 其 模 是 + cc， 而 幅 角 是 不 定 的 ,在 扩 
苑 复 不 面 C<- 上 ， 任 一 雪线 都 是 通过 无 穷 远 点 co 的 
下 面 我 们 给 出 C。 的 球面 表示 式 . 设 2=x+iy， 对 应 的 Z 
= (XiyXayXs)， 过 扣 2 和 的 在 线 上 的 点 是 
iN+(l1-1)z, -co< 人 fc< +oco， 
有 | 
((1-Dx,(l-0)y,t), ~ %<t<+%. 
于 是 与 4 点 对 应 的 上 满足 
1=(1-1D)2x2+(1-1)2y+t= (1-1)*|z|2+12, 
1-12=(1-1)?|z|?, 
因为 1 从 1 (zs 关 c)， 所 以 


_ |z|?-1 2 
{ z|2+1° 1 |z1?*+ 
最 后 得 到 4 点 的 坐标 是 
1- 站 xx 2+2 
XI (1—1)x [212 + 9 
二 一 2-2 | 
_ ,1 |z|2—1 
Xa 1- |z|2+1 
反之 ， 由 24 的 坐标 (xi,xayxs) 可 以 表示 出 它 所 对 应 的 > 
, XxX, 二 1X : 
二 十 二 .一 | “一 2 . 18 
ZzZ=Xt+iy 1 《18) 
习 题 


1。 求 -1+i， 3 一 4i 的 球面 像 . 

2. 证 明 ，z,1/z 的 球面 像 是 关于 Ox1xs 平 面 的 对 称 点 ， 

3。 证 明 ，z，2'“ 对 应 于 球面 上 一 直径 的 两 端点 的 充 时 条件 
是 ，22z/ = 一 1， 

4. 证明， 圆周 41z1"+ Bz+Bz+C=0 (4，C 是 实 常数 ， 
1312?>>4C) 的 球面 像 是 S 上 的 大 圆周 ， 当 且 仅 当 4+ C =0. 

5. 证 明 : 1jz- zol1= 尺 是 S 上 大 圆 局 的 球 极 射影 ， 当 且 仅 当 
R2=1+1|zo|2。 

6. 设 d (2z,z’) 表示 与 z,z/ 相 应 的 Z,Z 7 之 间 的 距离 . 证明 
2|z—2’| 


d(2,2 ) = -一 一 一 一 一 一 ， 
1A (zj2+1)Cz 2+1) 


zy27 EC, 


» 
d(2z, = 一 -一 一 -一 一 ， C 
(Zz,00) pt ZE 


第 二 章 复 变 西数 


在 这 一 章 里 ， 首 先 给 出 有 关 复 平面 上 点 集 的 一 些 基 本 知识 ， 
这 对 今后 的 讨论 是 必要 的 。 然后 叙述 解析 函数 的 概念 ， 最 后 讨论 
初等 阔 数 及 其 构成 的 映照 ， 


$1 复 平面 上 的 点 集 


1， 复数 集 


设 有 复数 cEC， 满 足 条 件 
|z-al<e (e>0) 

的 所 有 点 z2， 称 为 a 点 的 一 个 邻 域 ， 或 a 点 的 一 个 。 邻 域 ， 记 作 
(aye)。a 点 的 e 邻 域 就 是 以 a 点 为 中 心 ，e 为 侍 径 的 圆 的 内 部 ， 

.无穷 远 点 z = co 的 邻 域 是 指 满足 条 件 

1z| 之 RR 《〈R 是 常数 ) 

的 所 有 的 点 z， 即 以 点 z = 0 为 中 心 ， 丸 为 牛 径 的 圆 的 外 部 ， 记 作 
V (oo;R)., 

” 设 乍 面 上 给 定 一 点 集 4，a€ A 称 为 4 的 一 个 内 点 ,如 果 存 在 e 
>>0， 使 得 矿 (aie)C A。 由 集 4 的 所 有 内 点 作成 的 集 ， 称 为 4 的 
内 部 ， 记 作 4"， 显 然 4*C 4 

集 4 称 为 开 集 ， 如 果 A= 4"， 即 4 是 由 它 的 内 点 所 组 成 .由 
三 角 不 等 式 可 知 ， 每 一 点 的 邻 域 都 是 开 集 . 

任 一 集 4 的 内 部 4" 总 是 开 集 . 即 (A4")" = 4". 事实 上 设 zo 是 
4 的 任意 一 点 ， 近 定义 ， 存 在 一 人 孵 域 矿 (zo3ye)CA. 设 2 是 
V(z6o3e) 中 的 任意 点 .因为 邻 域 V(zo;e) 是 开 集 ， 所 以 存在 邻 
域 V (2z，; 0)CF(zoe)C4， 故 z 是 4 的 内 点 ，zE A"， 由 于 z 是 
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六 (zos8) 中 的 任意 点 ,所 以 六 (zoge)C 4 ， 故 4 是 开 集 . 

点 2o 称 为 集 4 的 极限 点 或 聚 点 ， 如 果 点 z 6 的 任 一 邻 域内 有 属 
于 4 的 ， 且 异 于 zo 的 点 . 集 A 的 极限 点 可 以 属于 4， 也 可 以 不 属 
于 A. 

由 集 .4 的 所 有 极限 点 组 成 的 集 称 为 4 的 导出 集 ， 记 作 A"。. 属 
于 4 而 不 属于 A 的 点 称 为 4 的 孤立 点 、 

集 4 称 为 闭 集 ， 如 果 A’' 忆 4， 有 穷 集 是 闭 集 ， 它 的 导出 集 是 
空 集 。 室 集 记 作 中 ， 

由 所 有 不 属于 A 的 点 组 成 的 集 称 为 4 的 余 集 ， 记 为 C4. 

4 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 它 的 余 集 为 开 集 . 事实 上 ， 若 4 是 闭 
集 , 那 么 任 一 点 zE C4 都 不 是 4 的 极限 点 , 所 以 有 一 邻 域 六 (z3e) 
不 含有 A 的 点 ， 即 矿 (z; a)CCA, 故 CA 是 开 集 . 反之 ,， 若 CA4 
是 天 集 ，z ECA， 那么 存在 一 邻 域 (zye)CCA， 所 DV (2 3e) 
不 包含 4 的 点 ，z 不 是 4 的 极限 点 ， 于 是 4 的 极限 点 一 定 不 属于 
CA， 而 只 能 属于 4， 按 定义 4 是 闭 集 . 

集 4U 47 称 为 集 4 的 闭 包 , 记 作 4， 即 4= AU 47， 

对 于 集 4 有 下 列 事实 : 

1) zo 4 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 一 e>0， 

V(zose) Nf AND, 

2) CA=(CA)°, CA=CA", 

3) ”A 是 闭 集 . 

事实 上 ，1) 若 z。€ 4 那么 或 者 zoE 4 或 者 z,E 4 ,在 这 
两 种 情 絮 下 ， 对 于 任 一 2 之 0,， 玉 (2; 2) 人 4 中 . 反之 ， 若 点 z。 
的 任 一 邻 域 和 -4 的 交 非 空 ，z。 或 是 4 的 孤立 点 ， 或 是 4 的 极限 
点 ， 所 以 >,E 4 

2) zECA， 当 且 仅 当 存在 一 个 邻 域 V (z;e) 门 4 = 中, 亦 即 
广 (zse)CC4， 也 就 是 说 zE(C4)"， 所 以 C4= (C4)。.， 双 
zE€CA ， 当 且 仅 当 点 z 的 每 一 个 邻 域 都 包含 有 不 属于 4 而 属于 
C4 的 点 .也 就 是 对 于 每 个 2 之 0, VV(z; ce) 站 C4s 中 ， 由 1)， 


zE€ECA, 所 DCA*=CA. 

3) 因为 CA= (CA)°* 是 开 集 ， 所 以 A 是 闭 集 . 

点 zo 称 为 集 4 的 外 点 ， 如 果 存 在 一 邻 域 太 (>oge) 不 属于 A. 
由 1 ) 推 出 ，z 是 4 的 外 点 ， 其 充 要 条 件 是 zoEC4. A 的 所 有 
外 点 组 成 4 的 外 部 ， 即 4 的 余 集 CA. 由 2)，C4=(C4)"， 所 
以 ，A 的 外 部 就 是 4 的 余 集 的 内 部 ， 它 是 开 集 . 

点 z 称 为 集 4 的 边界 点 ， 如 果 任意 e 滨 0, (2z; s) 内 证 含有 -4 
的 点 ， 也 含有 不 属于 4 的 点 。A4 的 所 有 边界 点 组 成 的 集 称 为 4 的 
边界 ， 记 作 04. 显然 ，4 的 边界 同时 也 是 C4 的 边界 ， 由 1)， 
有 4 的 边界 点 一 定 属 于 4 ， 同 理 也 属于 C4， 反 之 亦 然 . 所 以 94 
= ANCA， 故 94 是 闭 集 .又 由 2)，CA=CA*, 所 以 
| 0A= ANC A’ = A-A’°, 
因此 ， 集 4 将 整个 复 平 面 分 成 几 个 互 不 相交 的 部 分 ， 

| 4 的 外 部 〈 开 集 》 CA, 

4 的 边界 04 ( 闭 集 》 A-A"”, 

A 的 内 部 〈 开 和 集 ) A°. 

设 有 复数 序列 z, EC (n=1,2,…), 称 z。 收敛 到 点 z,vECO@ 

(或 者 称 z, 趋 于 z。), 记 作 lim z, = z。， 如 果 对 于 任 给 e>0, 存在 
正 整 数 NN， 使 得 当 n 宇 NN 时 ,|z,-zol <s. 即 当 ?> 让 时 ，zE 
(zo03E)。 序列 2z, EC (n=1,2,…) 称 为 收 伍 到 oo( 或 趋 于 00)， 
记 作 limz。= co， 如 果 对 于 任 给 正 数 尺 >0， 存 在 正 整 数 YN， 使 得 
当 n 守 NN 时 ，|z,| 之 RR， 即 当 n 宇 N 时 ，z, EV (03 RR). 


”序列 z,EC (n=1,2; …) 称 为 Cauchy 序 列 ， 如果 对 于 任 给 
>0, 存在 正 整 数 NN， 使 得 当 m ,n 宇 NN 时， 


””@ ”前 面 的 讨论 既 可 以 理解 为 在 有 穷 平面 C 上 , 也 可 以 理解 为 在 扩充 平面 Cx 上 ， 
但 是 当 水 及 到 了 两 点 之 间 的 度量 〈 距 离 )》 时 ， 必 须 限 定 在 C 上 .除非 以 球面 距离 〈 见 第 一 
章 8 4 习题 6 ) 作为 我 们 的 度量 ,才能 使 我 们 的 讨论 在 C< 上 进行 。 


> ->z。| <<e。 

各 果 > =X。+ty, 是 Cauchy 序 列 , 那么 , 显然 x ,与 y(n=1， 
2,…) 都 是 实 的 Cauehy 序 列 ， 由 实数 的 完备 性 ，x ,与 ,都 是 收敛 
的 . 因此 z, 也 是 收敛 的 ， 所 以 C 是 完备 的 ， 

者 zo 是 集 4 的 极限 点 ， 则 存在 属于 4 的 序列 z,， 使 得 


lim 2z,= 2z,. 


站 -地 把 


事实 上 ， 若 zo 六 oo ，2Zz6o 是 4 的 极限 点 ， 在 让 (zo; 1/mn) 内 总 有 4 
的 上 入 2,; 显 然 lim 过 nm 二 之 0 车 z, = co， 则 (00;n) 内 总 有 -4 的 点 


2,., limz, = co。 


内 “十 地 


集 4 称 为 有 界 集 ， 如 果 4 可 以 包含 在 以 原点 为 中 心 的 某 一 个 
圆 内 . 在 相反 的 情 郊 下， 称 媳 是 无 界 集 . 

设 4SC，4 的 起 径 定义 为 sup{1z, 一 zj zlyzaE A}, 记 为 
diam 4 . 若 .4 是 无 界 集 ， 则 diam4 = + cc。 

Cantor 定 理 ” 振 睛 ,是 非 空 闭 集 序 列 ， 且 亚 , 二 已 :一 下 过.， 


diam FF ,>0 (n>+co), 则 NN 有 ,由 一 点 组 成 . 
i 二 1 


证 明 对 于 每 个 n， 在 天 .中 任 取 一 点 Zn, 由 于 FF, 守 F, 导 六 
一 … 所 以 当 n,m 之 NN 时 ， -a 由 直径 的 定义 ， |z,-2.l 
<diam Pn。 因 为 lim diam ,=0， 所 以 对 于 每 个 。 之 0， 可 取 


充分 大 的 NN， 使 得 diam F< 之 e。 于 是 当 n，m 宇 NN 时 ，|2、-2,| 
<<se,z, 是 Cauchy 序列 ， 所 以 存在 z，， 使 得 lim Zn = 20. 


因为 当 n 宇 时 ， 玉 ,CFw， 所 以 z,E€ Fws Fw 是 闲 的 ， 所 坟 
zoE Fw， 并 目 显然 对 于 一 切入 成立, 于 是 z2,.EF= 人民 


现在 假如 六 还 包含 另外 一 局 2 那么 zo， 2 所 无 。 (n=1,2,..…), 
i | zi -zo ldiam FF.—~>0 (n> 二 co)， 
所 以 zi zo =0，24=20， 

党 4 各 为 兴 案 ， 如 宁 4 或 者 是 C 中 的 有 夫 财 信 ， 或 者 是 C。 中 
的 闭 集 .… 四 
没有 一 集 4， 开 集 族 称 为 4 的 开 履 盖 ， 如 果 4 的 每 一 点 至 
少 属于 多 中 的 某 一 个 开 集 ， 
: Heine-Borel 定 理 大妈 是 杷 集 ， 儿 是 4 的 开 覆 盖 ， 则 从 多 
中 必 能 选 出 有 穷 个 开 集 G1,G。，…,G，, 使 得 4 VU G;， 即 从 


紧 集 的 开 覆 盖 中 必 能 选 出 4 的 一 个 有 穷 子 覆盖 ， 
”证 明 4 是 紧 集 ， 按 定义 4 或 是 C 中 的 有 界 闭 集 ， 或 是 C- 中 
的 闭 集 。 在 后 一 种 情形 , 车 z= co E 4， 那么 由 于 4 是 闭 集 ，A4 = 
4， 所 以 由 1)， 必 有 z = co 的 邻 域 (co;R) [1 4 = 中 ， 即 4 的 点 全 
都 在 | =| 委 民 内 ，4 是 有 界 闭 集 . 若 z = co €.A4， 由 开 覆 盖 的 定义 ， 
z = co 属于 多 中 的 某 一 个 开 集 ， 这 样 一 来 ， 只 要 考虑 4 中 位 于 这 
一 开 集 之 外 的 子 集 即 可 . 总 之 ， 我 们 只 要 对 有 界 闭 集 来 证 明 上 壕 
定理 . 
用 反 证 法 。 设 终 中 不 存在 4 的 有 穷 子 覆盖 。 因 为 4 是 有 界 闭 
上 集 ， 所 以 4 包含 在 正方 形 Q:，1x| 委 M，|y| 委 M 中 . 分 Q 为 相等 
的 四 个 小 正方 形 ， 其 中 至 少 有 一 个 小 正方 形 Q,， 满 足 条 件 

1) 4nQ, 是 有 界 闭 集 ; 

2) 在 乡 中 不 存在 4mQ, 的 有 穷 子 覆盖 

重复 这 一 作法 ， 可 得 到 一 列 闭 正 方形 Q。( 图 2 ~1). 记 

FF ,=Q,[ A, 

矿 , 满 足 条 件 


Q@ 杰 称 为 Borel-Lebesque 定 理 。 


1) 瓦 ,是 有 界 闭 集 ， 
2) Fr CF. 
(n=1,2,.…), 
3) 在 儿 中 不 存在 下 ,的 有 穷 子 


履 盖 ， 


(> +oo)。 显然 ，F ,满足 Can- TT 
tor 定理 的 条 件 ， 所 以 存在 复数 z2。  ” ”“ 图 21 


= 人 0 ,因为 F.C 4， z,E 4， 所 以 z。 忆 庆 于 多 中 的 某 一 开 


集 G。， 故 有 某 一 邻 域 的 (zuie) CGo. 由 于 diam FF,->0， 当 n 
充分 大 时 ， .CG6o， 这 怕 儿 中 不 存在 下 ， 的 有 穷 于 覆盖 相 蔬 盾 
证 毕 . 

上 述 定 理 又 称 为 有 穷 ( 限 ) 履 盖 定 理 ， 从 这 一 定理 容易 得 到 下 
面 的 定理 ， 

Bolzano-Weierstrass 定 理 任 一 无 穷 集 至 少 有 一 极限 点 ， 


证 明 设 A 是 一 无 穷 集 ,大 4 是 无 弄 集 ， 则 显然 z = co 就 是 
4 的 一 个 极限 点 。 大 4 是 有 者 集 ， 并 且 没 有 极限 点 ,. 那么 4 为 一 
闭 集 . 对 于 4 的 每 一 个 点 z， 都 存在 z 的 一 个 邻 域 让 (2z; 6)， 使 
得 除去 z 外 ， 它 不 表 包 含 4 的 点 。 显然， 这 些 邻 域 构成 4 的 一 个 
开 黎 盖 . 由 Heine-Borel 定理 ， 可 从 这 个 开 覆 盖 中 选 出 有 穷 个 部 
域 ， 它 仍然 覆盖 4， 于 是 4 就 只 有 有 穷 多 个 点 了 ， 这 号 定理 的 条 
件 不 符 ， 历 以 4 必 有 一 个 极限 点 ， 和 证 毕 ,. 


2. 曲线 . 域 


我 们 定义 曲线 (路径 ) 为 区 间 ta,B1 上 的 连续 复 值 画 数 7 (1)， 
写成 7?(1) =x(t) +iy(t)，a 志 1 记 B， 其 中 x(t)，y(t1) 都 是 连续 
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实 画 数 . (Ca) 与 ?0(8) 称 为 曲线 7 的 端点 . 如果? (a) =7?(B)， 
即 两 端点 重合 ， 则 称 7 (69 为 闭 曲 线 ， 曲 线 的 方向 就 是 参数 了 上 增加 
的 方向 ， 

曲线 7 (1) 的 反 向 曲线 为 Y(-1)，-pP 和 1t 志 -a， of 1, 

“如果 把 曲线 ?看 作 一 个 点 集 {7 (4)， ste 那么 

滩 集 ， 

.: 设 有 曲线 ? (4)， a 之 1 之 Bh. 对 区 间 [a, PB1 作 分 割 1= a<< 
: < -1 之 t， =p， 得 到 以 z); =7(t;) (0 入 j 志 n) 为 顶点 的 折 
线 己 ， 记 为 . [20, 21 22 9 2]， PP 的 长 度 为 


vv3P)= Er)-Y( 1)|. 


若 不 论 如 何 分 割 区 间 [a,B]，v(? ;PP) 都 是 有 界 的 ， 则 称 曲 线 ? 是 
可 求 长 的 。v(Y ;PP) 的 上 确 界 称 为 ?的 长 度 ， 

如 果 ?7 (区 = x'(t)+iy (Oh 存在 ， 且 ?7 (69 关 0 《在 端点 有 

左 、 右 导数 ， 在 闭 曲线 的 情 玩 下 ， 这 两 个 导数 相等 )， 则 Y(t) 在 

一 点 都 有 切线 .事实 上 , 通过 Y(t) 上 的 点 ze=Y(to) 和 动 点 z 


=7 (1) 作 一 制 线 ， 割 线 的 方向 是 一 一。 由 于 极限 


lim 2-20. = lim Te = 7’(t XO0, 


所 以 当 过 加 时 割 线 有 极限 位 置 ， 换 名 话说 曲线 在 点 zo = (to ) 处 
的 切 向 量 为 ?Y'(to)。 它 与 正 实 轴 的 夹 角 为 Argy’'(to)， 此 外 ， 石 
?^(t) 连 续 ， 则 Y(t) 的 切线 随 t 而 连续 变化 ， 这 时 ， 我 们 称 Y(D 
是 光 溺 曲线 ， 

着?7( 力 除去 有 穷 多 个 f 值 外 是 连续 的 ， 在 这 有 穷 多 个 上 值 处 
Y(t1) 有 左右 导数 ， 则 称 7 (1) 是 分 段 光 滑 曲 线 . 

若 ?( 轴 (ac 短 1 和 DO) 是 光滑 曲线 ， 则 ?是 可 求 长 的 ， 且 7 (bb 
的 长 度 


a 
L= {lv’Wlat, 


证 明 留 给 读者 作为 习题 ， 

若 曲 线 ? (六 仅 当 矿 = 加 时 ，?() =7(b)， 则 称 7( 力 是 简单 曲 
线 或 Jordan 弧 。 若 ? (1) 是 一 闭 曲 线 ， 仅 当 ,ts 二 值 中 一 个 是 a， 
另 一 个 是 8 时 ， 才 有 Y(t1) =7(t,)， 则 称 Y(t) 是 简单 闭 曲 线 或 
jordan( 闭 ) 曲线 。 

一 个 点 集 D 称 为 一 个 域 ， 如 果 它 满足 以 下 两 个 条 件 ; 

1) DD 是 开 集 ; 2) DD 内 任意 两 点 均 能 用 完全 位 于 D 中 的 曲线 
把 它们 连接 起 来 . 

通常 称 具 有 性 质 2) 的 集 如 为 连通 的 , 所 以 一 个 域 束 是 一 连通 
开 集 . 域 刀 的 闭 包 称 为 闭 域 ， 记 作 万 . 

jordan 定理 ”一 条 简单 闭 曲 线 ? (办 把 复 平面 分 成 两 个 域 ， 其 
中 一 个 是 有 界 的 ， 称 为 ?(1) 的 内 部 ， 另 一 个 是 无 界 的 ， 称 为 ? (1) 
的 外 部 ，7?( 力 是 这 两 个 域 的 共同 边 寞 。 

这 个 定理 看 来 直观 ， 证 明 却 比较 复杂 

称 一 个 域 D 是 单 连通 的 ， 如 果 D 内 的 任意 简单 闭 曲 线 的 内 部 
仍 属于 D， 特别 地 ， 一 条 简单 闭 曲线 的 内 部 是 一 个 单 连通 域 . 

不 是 单 连通 的 域 称 为 多 连通 域 . 对 于 多 连通 域 D， 存 在 DD 内 
的 简单 闭 曲 线 ， 其 内 部 有 不 属于 D 的 点 如 图 2-2 所 示 ， 由 两 条 
Jordan 闭 曲线 所 围 成 的 域 是 二 连通 域 . 由 nn 条 Jordan 闭 曲线 围 成 
的 域 是 ”连通 域 ， 这 当 闭 曲线 可 能 退化 为 一 个 点 或 一 条 jordan 牟 
( 见 图 2-3)， / : 

赴 观 上 说 ， 一 个 有 界 ”* 连 通 域 上 具有”*-1 个 “ 润 .在 无 错 域 的 情 
形 ， 我 们 约定 , 除非 作 特 别 的 声明 , 总 是 指 有 穷 平 面 C 上 的 域 ， 即 
不 包含 无 穷 远 点 。 这 样 ， 任 意 一 个 "连通 域 ， 都 具有 mn-1 个 “ 洞 ”， 
在 Riemann 球 面 上 ，7n 连 通 域 就 是 具有 + 个 “ 洞 “的 域 。 比如 单位 
圆周 的 外 部 |z| 之 1 是 无 界 的 二 连 退 域 ， 


图 2-2 图 2-3 (五 连通 域 ) 
题 


1. 征明， 序列 z,EC(a = 1,2,…) 收敛 到 点 zoEC， 其 无 要 
条 件 为 Rez,,Imz, 分 别 收敛 到 Rezo,Imzo. 


2 。 证 朋 ， 序列 z, EC(n=1,2,…) 收 敛 到 点 zo EC， Zo~<0， 
其 友 要 条 件 是 lim|z,|=|1zo0l, limarg 2,=argzZo. 
3。 证 明 ， 


(1) lim( 1 retry) ~e’(cosy +isiny). 
. 如 


(2) limn(w z -1)=1og|z| +iarg 2+27nik 
(R=0,1,2,3,.…). 


4。 证 明 ， 若 lim z,=a, lim z=0, 则 


lim 二 2 ZZhh = ab. 


oo 人 二 1 
5. 证 明 ， 若 z, 是 集 .4 的 极限 点 ， 则 ze 的 任 一 邻 域 内 有 无 穷 
多 个 属于 4 的 后 


6. 这 明 : (1) 4/ 是 闭 集 (2) 任 一 集 的 弧 立 点 是 有 穷 多 个 
或 可 列 个 . 

7。 设 4,BCC 为 两 个 点 集 ，A4,B 间 的 距离 d( 4,8) 定义 
为 


qd(A,B)= inf |z-2z|. : 
2 4 . 
= EB 


(1) |]d(z1,A)-d(zs,A)| 志 |z, 一 zs|， 其 中 z1,zs€EC 是 任 
意 两 个 复数 ， 
(2) 若 4 是 闭 集 ， 妃 是 紧 集 ， 且 4h0 如 = 中 ， 则 
d( A,B) >0. : 
8. 设 给 定 曲 线 : z=P(t)=r(i) (cost +isint), a t <p, 
其 中 r(t) 是 正 的 可 微 画 数 ， 求 切线 和 向 径 之 间 的 夹 角 ， : 
9。 若 ?(t)，a 志 1 志 B 是 光滑 曲线 ， 则 Y?(t) 是 可 求 长 的 ， 且 
y(t) 的 长 度 


L= {1ndt. 


3 2 解析 函数 的 概念 


1。 复 变 画 数 


设 在 有 穷 复 平面 C 上 给 定 一 集 4. 若 对 每 一 个 2€ 4， 按照 
一 规律 有 唯一 确定 的 有 穷 复 数 忆 与 之 对 应 ， 则 称 在 4 上 人 确定 一 画 
数 ， 记 作 多 = f(z)， 有 时 也 称 在 4 上 确定 一 映照 f(z).“ 落 数 ” 
在 于 着 重 说 明 复 数 和 复数 之 间 的 对 应 天 条 ，“ 有 映照” 在 于 着 重 说 明 
点 与 点 之 间 的 对 应 关系 . 今后 ， 除 非特 别 声明 ， 我 们 所 讨论 的 画 
数 (映照 ) 总 是 指 按照 上 述 规 定 的 单 值 画 数 (上 映照 ) 。 


对 于 每 一 个 点 zE A, 所 有 的 点 f(z) 所 组 成 的 集 称 为 4 在 上 映照 
f 下 的 象 ， 记 作 f(A)。 如 f(A)CCF， 我 们 说 了 将 4 上 映 人 入 玉 ， 或 者 
说 f 是 A 到 下 里 的 上 映照， 如 果 f(A4) = 玉 , 则 称 f 把 A4 映 为 或 者 
说 是 .4 到 已 上 的 了 映照. 

如 果 f(z1) =j 帮 zz) 殊 合 着 zi = zs, 即 不 同 的 点 的 象 也 是 不 同 的 ， 
则 称 有 映照 是 一 一 的 或 双方 单 值 的 . 在 这 种 情 如 下 ，w= f(z) 有 一 
个 定义 在 帮 4) 上 的 反 画 数 或 道 喘 照 ， 记 作 z = f7*(ww). 

设 f(z) 定 义 在 集 4 上 ，z。 是 4 的 极限 点 ， 当 z 趋 于 zo 时， 我 
们 称 f(z) 有 极限 !/， 记 作 


lim f(z)=/, 
tt) 


如 果 对 于 任 给 e 汪 >0， 存 在 一 正 数 6， 合 得当 zE€V (zo030) 人 1 4， 且 
2 六 20o 轩 ，f(2)EV(;e)( 当 z 为 无 穷 远 点 时 ， 有 类 似 的 定义 )， 
又 若 oE 4， 称 f(z) 在 点 z = a 连续 ， 如 下 


lim f(z2)= f(a), 


即 对 于 任 给 e 汪 0， 存 在 6 汪 >0， 使 得 
f(V as) NN ACV (f(a);e)., 

若 f(z) 在 A 的 每 一 点 都 连续 ， 则 称 1 (2) 在 A4 上 连续 ， 

若 A 是 有 和 寞 闭 集 ，f(z) 在 4 上 连续 ， 则 

1) f(z) 在 4 上 有 界 ， 

2) 1 上 1f(z) 1 在 4 上 取 到 最 大 值 和 最 小 值 ， 即 在 4 上 存在 点 
21，z2， 使 得 对 所 有 的 zE 4， 有 

1Fz)1 委 |Az) ，| zs) sz)13; 

3) f(z) 在 4 上 一 致 连续 ， 即 对 于 任 给 e 盖 0， 存 在 6>0， 

使 得 对 于 4 上 的 任意 两 点 zlyz*， 只 要 |zi-za|<6， 便 有 
|f(z1) -上 zs)1< es。 
与 数学 分 析 中 相应 的 定理 一 样 ， 以 上 三 条 性 质 都 可 以 应 用 


Heine-Borel 定 理 予 以 证 明 ， 这 里 留 给 读者 作为 习题 . 


2. 导数 
设 画 数 1(z) 在 域 D 内 有 定义 ，z。E€ D， 若 极限 
f(z2)-f (20) 


lim 
= 一 z 0 ZO 
存在 ， 则 称 f(z) 在 点 z = zo 处 是 可 异 的 ， 这 个 极限 值 就 称 为 1(2) 
在 点 z = zo 的 导数 ( 微 商 )， 记 作 f (zo). 
若 记 Az = z-zo,，Af =f(2)-f(z20) = f(zot+ Az)-f (2z0), 


D(Az) = Af-f’ (zo)Az, 


(1) 


那么 由 (1) 式 ， 
lim PO =0. (2) 
所 以 ， 若 f(z) 在 点 z = zo 可 导 ， 则 在 点 zo 的 邻 域 内 ， f(z) 可 写成 
f(zot+Az2)-f(z0)= f(z0)Az + pAz), (3) 


其 中 pC(Az) 满 足 (2) 式 .，f'(zo)Az 是 Aj 的 主要 线性 部 分 ， 称 它 为 
f(z) 在 点 z = zo 的 微分 ， 记 作 dj (图 2-4). 当 f(z) = > 时 ， 
三 (zo) = 1， dz = Az, 


所 af =f’(z0)dz, f’(2z0)= of- 。 


显然 ， 若 f(z) 在 点 z= zo 可 导 , 那么 1(z) 在 点 zu 必 连 续 .事实 
上 , 由 (3) 式 , 立即 得 到 lim Af = 0， 即 lim f(z)=f(z0). 反 之 ， 


若 f(z) 在 点 zo 连续 ， 则 f(z) 未 必 在 点 20 可 导 。 
例 1 人 研究 f(z) = Rez 的 可 导 和 性， 
显然 f(z) 在 C 上 是 连续 的 。 设 zo 是 任 一 复数 ，2zo= Xo ++1 0. 
A _ Rel(2z-2z0) 


人 > 2 一 2Z0 


若 >=X+IyI，Az=2z-zo=X-Xo 由 


Af 

Az 1 
若 z2 = xo+iy，Az=2z-20=i(y-yo)， 则 

Af  _ 

Az | 9， 


所 以 lim -A 不 存在 ， 即 F(z) 在 C 上 处 处 不 可 导 (在 数学 分 析 中 


构造 一 个 处 处 连续 ， 但 处 处 不 可 导 的 函数 是 很 困难 的 !) 
如 果 冰 数 f(z) 在 域 D 内 的 每 一 点 都 可 导 ,， 则 称 函 数 f(z) 在 
域 DD 内 是 解析 的 中 . 有 了 时, 我 们 也 说 函数 在 一 点 解析 ， 意 思 就 是 画 
数 在 该 点 的 一 个 邻 域 里 解析 . 
与 数学 分 析 一 样 ， 导 数 的 运算 法 则 仍然 成 立 . 若 画 数 f(2z)， 
9(z) 在 域 D 内 解析 ， 则 f(z) 土 9(z),f(2z)g(z) 在 域 D 内 也 解析 ， 
并 且 
(F(z) 士 g(z))7 =f’(z)+g’(z), 《4) 
(f(z2)g(2))’ =f’(2)g(2)+f(z)g’(2). (5) 
叉车 对 于 域 D 内 的 每 一 点 z，g(z) 关 0， 则 f(z)/g(z)》 在 域 DD 内 解 
析 ， 和 大 且 
(U8) -Lee oo 
例 2 证 有 明 f(z) =z”(n 是 正 整数 ) 在 C 上 是 解析 的 . 
f(z) 在 C 上 有 定义 . 显然 ， 当 n= 1 时 , f(z2) 圭 1，zE€C。 应 


入 


和 、 
Q@ 亦 称 f(z) 在 域 DD 内 是 全 纯 的 八 / 


用 归纳 法 ， 并 由 (5) 式 ， 得 到 f(z)=nz" "1!，ZzEC，, 所 以 f(z) 在 
有 穷 下 面 上 是 解析 的 ， 由 (4) 式 可 知 多 项 式 
P(2)=ao0t+az2++a2" 


在 C 上 是 解析 的 ， 再 由 (6) 式 得 出 有 理沙 数 


R(z) = 万 [2 (P(z)，Q(z) 是 两 个 多 项 式 )， 


在 C 中 除去 使 Q(z) = 0 的 点 〈 和 实 系 数 的 情形 一 样 ， 我 们 将 证 明 
这 样 的 点 只 有 有 穷 多 个 ) 的 域内 是 解析 的 ， 
对 于 复 变 函数 ， 下 面 的 链 式 法 则 地 成 立 。 
定理 1] 者 函数 5 = f(z) 在 域 D 内 解析 ， 泵 数 g(6) 在 域 上 内 解 
析 ，f(D)CCE, 则 区 数 p(z) = g[f(z)] 在 域 D 内 解析 ， 匡 
op’(2)= gtf(2)1f’ (2). (7) 
证 明 设 zo 是 了 内 任意 一 后。 由 条 件 56= f(z0) 属 于 EE 内， 
9《6) 在 60 可 导 ， 所 以 
g(6)—- gl(60) = 9 (60) (6 ~ 60) + P(E ~ 60)) 
Ag=g9'(co)Ac+D(Ac)， 
将 5E= jz)，co=j 帮 zzo) 代 人 上 式 ， 并 用 Az 除 等 式 两 边 ， 得 到 


AD_ -J Af PCAG) 
Az =0 [f(z0)) Az 十 Az . 
因为 
lim PCAe) - lim 2(AE) 。 Ae _ = 0， 
Az20 人 > Az2H0 C 安 
所 以 


lim A = g’ [f(z0)]f’ (20), 


站立 全 站 之 
因为 20 是 D 内 任意 一 点 ， 所 以 (7) 式 在 DD 内 成 立 ， 定 理 十 毕 ， 
设 包 = >) 是 域 已 内 的 解析 丙 数 且 不 为 币 数 ,在 第 八 章 里 我 
们 将 还 明 巨 =f( 刀 ) 也 一 定 是 一 个 域 。 但 是 对 于 EB 内 的 ww， 可 能 在 


DD 内 不 止 一 个 z， 使 得 f(z) = w， 所 以 一 般 说 来 ， 反 画 数 是 一 个 
多 值 落 数 . 但 是 如 我 们 假定 w = f(z) 在 D 内 是 一 一 的 ， 这 种 冰 数 
我 们 称 它 为 单 叶 画 数 ， 那 么 这 个 函数 的 反 画 数 在 内 是 单 值 的 . 
定理 2 若 函 数 w = f(z) 在 域 已 内 是 单 叶 解析 的 ， 其 反 画 数 
z= g( 忆 ) 在 域 上 =f(D) 内 连续 加 ， 则 g(w) 在 E 内 解析 ， 且 
1 @ 
f’La(w)) 
征明 设 wo€E 忆 ,zo= g(wo), 因为 2= g(w) 是 由 = 有 (z) 的 反 
泗 数 ， 所 以 w= ftg(w)1]， 故 


9g (Ww) = (8) 


9 (WwW)- gl wo) 0g(w)-g(we) 


Ww -wo filg(w)1-ftg(wo)] 


1 
~ flg(w)i-fig(wo)] “ 
9g(w)-g(wo) 


因为 g(w) 在 wo 连续 ， 所 以 lim g(w) = g(wo)， 于 是 
ww 


im LIw) 1 
a ww JT) 


定理 证 毕 . 
3。 西数 可 导 的 充 要 条 件 . Cauchy-Riemann 方 程 
设 沙 数 /(z) 在 zo = xo+iyo 可 导 ， 按 定义 

f(z) 一 f(z0) 


f(z0)= lim 
Fe 0 


0 


(D ”以 后 我 们 会 看 到 ， 这 个 条 件 可 由 了 消 数 1(z) 在 域 DD 内 单 叶 解析 推出 来 。 
名 ”在 第 八 章 里 我 们 将 证 明 ， 单 叶 解 析 函 数 的 导数 一 定 不 为 零 。 


存在 ， 式 中 zzo 的 方式 是 任意 的 ， 特 别 是 ，z 可 沿 丕 行 于 坐标 输 
的 方式 趋 于 zo( 图 2-5). 设 2=x+iy,f(2)=u(x,Y)+iv(xX, YY)。 


若 z=x+iyo， 则 >z>~-zoe=%-Xoy 


f’'(zo) 


- Jim | 
xX™ Xo 


Ee 


0 


i U(X%, yo) ~ V(Xo, yo) | 图 2-5 


xX Xo 
= U(Xo0s yo) 十 1Ux(Xo yo)。 
同样 ， 若 z = xo+iy， 则 Zz 一 Zo =1(Yy— Yo0), 


/ -1 U(Xo, y) ~ ul Xos Yo) 
"(20) a | i(y ~ yo) 


+ DLLXoyyY) ~ V(Xo, yo) | 
Yo 
= (Xo,Y0) i1uU,( Xo, yo) 。 


比较 两 式 的 实 部 和 庶 部 ， 得 到 4，v 在 点 (xo,s Yo) 应 满足 条 件 ; 


UUs 
| (9 ) 


Uy= ~U,。 
这 就 是 说 ， 若 f(2) 在 xo+iyo 可 导 ， 那 么 u(x,y)，v(x,y) 在 


(xo; Yo0) 处 有 一 阶 仿 导数， 并 且 它 们 满足 方程 (9)。 方 程 (9) 称 为 
Cauchy-Riemann 方 程 ， 简 称 C~R 方 程 ， 

我 们 已 经 看 到 ，C-R 方 程 是 f(z) 在 点 zo 可 导 的 必要 条 件 ， 但 
它 并 非 1(z) 在 z6 可 导 的 充分 条 件 《 见 下 面 的 例 3〉。 这 古人 不 难 想 
象 得 到 的 ， 因 为 导出 C~R 方 程 时 ， 只 用 到 可 导 这 个 较 一 般 性 的 条 
件 的 特殊 情形 .， 

例 35 研究 f(x+iy)=V |xy| 在 z=0 的 可 导 人 性 ， 


因为 w(x,y)=V ixyl ，v(x,y) =0， 所 以 
us(0,0) =uy(0,0)=v.(0,0)=v,(0,0) = 0,， 
故 在 点 (0;0) 满 足 C- 有 方程 ， 如 果 今 = 襄 站 线 
人 
y= Ai 
(ca 6 不 同时 为 堵 ) 趋 于 于 时 ， 
f(z)- f(0) f(z) VY lapl| 


一 
一 a 


2 一 0 之 atip 
的 极限 不 是 唯一 的 ， 可 见 1(z) 在 点 2 = 0 是 不 可 导 的 。 
但 是 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 5 闪 阔 数 f(z)=u+t+iv 在 域 D 内 定义 ，Zz0= Xo+iYyo 
ED， 则 f(z) 在 点 zo 可 导 的 充 雪 条 件 是 ，u(x, y)，v(x,y》) 在 
点 (Xo， Yo) 可 人 做， 日 满 足 C-R 方 程 ， 
证 明 ”必要 性 、 设 1(z) 在 点 zo 可 导 ，f'(z0)=a+i， 
Af = 请 (zo)Az+D(Az)， 


其 中 p(Az) = ai(Az)+ ies (Az) 满足 im -CA 2 =0. 比 较 上 式 


的 实 部 和 外 部 得 到 
Au=aAx~ bAYy+e(Az), 
Av=bAx+aAy+es(Az), 
显然 式 中 ei1(Az),es(Az) 满足 条 件 


[im el(Az) Lim £o( 人 A2) 


=0 
Az+0 人 AZ Az0 Az 7 


所 以 xxyy)，v(xXyY) 在 点 (Yo yo) 可 微 ， 且 


Ur (Xo0, yo) = Uy (Xo, Yo) = a, 
Uy(Xo, yo) = ~ vl(X0, yo)= ~b, 
充分 性 . 设 u,v 在 点 (x0; Y0) 可 微 ， 且 在 这 点 满足 C7R 方程 。 
车 记 a = 2 (xoyyo)， 有 =Dxs(xoyyo)， 那 人 么 


ux,y)— u(xos Yo) =a(xX~x0) -Pl(y- yo) + el |Az| )， 
v(xX,yY)— v(xXo0,Y0) = P(X— X00) + Aa(y- Yo) + Eo 1Azl )， 


其 中 IA 2z| = (xX— X02 + (yy— yo) ? si1y8s 满 足 条 件 


， ei( IAz|) . go |Az |) 
lim AF) lim -ec -0， 
IA 1 0 [|Az| a 0 [|Az| 0 
将 第 一 式 与 第 三 式 乘 以 i 相 加 得 到 ， 


f(z2)- f(z20)= (a+iB)(z2- 20)+e(|lAz2|)+ies( |Az|), 


f(z2)— f(z0) _ (a+i8)= ei(|Az|)+ie,(|Az|) | 
之 一 之 0 2 0 
所 以 
lim 1 (2) 一 大 2o) =a+ip, 
23720 -i 
有 (za) = U(Xoy yo) t+ iv. (Xo yo) 。 


我 们 知道 ，u(x,y),v(x,y) 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 是 u,v 可 短 
的 充分 条 件 ， 所 以 u,v 有 一 阶 连续 偏 导 数 且 满足 CR 方程 是 f(z) 
:5 子 io 柯 导 的 充分 条 件 。 并 且 , 这 个 条 件 也 是 必要 的 。 因 为 后 而 
我 们 要 证 明 ， 一 个 解析 函数 的 导 画 数 f(z) 也 是 解析 的 ， 因 此 ， 
f(z2)=wus +ivs =vV, 一 1 是 连续 的 。 于 是 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 4 ”加 数 1(z) =4+iv 在 域 D 内 解析 的 充 要 条 件 是 ，u，, v 
在 九 内 有 一 阶 连续 偏 导数 ， 且 满足 -有 方程 

Us =UVU,s 2Uy = 一 Vv， 

若 f(z) 在 DD 内 解析 ，f’(z) 可 以 号 成 以 下 四 种 形式 ; 

f’'(x)=usr tiv. =UV, ~iuy Ur iuy Vy,+ivVy. (10) 

设 f(z) =4+iv 在 域内 解析 .由 于 解析 型 数 的 导 丙 数 也 是 
解析 的 ， 所 以 u,v 的 二 阶 偏 导 数 是 连续 的 ， 因 而 混合 偏 导 数 相等 . 
由 C-R 方 程 得 到 


O2u O02v O24 O02v 


0x2 0Dxby，” Oy? ” 0yox 
两 式 相 加 得 
022 O24 
Fx + Oy = 0。 (11) 
同 理 
Ov O02v 


各 一 个 实 夯 数 u(x,y) 在 域 D 内 有 连续 二 阶 偏 导数 ， 且 满足 
Laplace 方 程 
5x2 一 Oy? | 
则 称 u(x,y) 是 域 D 内 的 调和 函数 . 因此 根据 上 面 的 讨论 得 到 : 一 
个 域 D 内 的 解析 曾 数 f= w+iv， 其 实 部 :和 虚 部 ” 都 是 域 D 内 的 
调和 函数 ， 并 且 它 们 在 已 内 满足 CR 方程. 我 们 称 v 是 4 的 共 思 
调和 男 数 ， 


AL = 0 ， 


4。 导数 的 几何 意义 


设 画 数 f(z) 在 域 D 内 解析 , zo€E D，f'(zo)0， 考 虑 DD 内 
过 点 ze 的 一 条 光 渭 曲线 y(t)，0 志 1 筷 1]，y(0) = zo，? (tf) 在 点 
zo 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 为 Argy’(0)。f(z) 把 v(t) 映 为 过 点 wo 
= f(z0) 的 光 辜 曲线 Do (2) = 了 ty(1)1. o’(t)=f 了 [y(t)1y’(#)， 
oa’(0) = 了 (zo)y’(0)。o() 在 点 wo 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 为 

Argo’(0)= Argf’(z0) + Argy’ (0), 
或 写成 
Argo’(0)— Argy’ (0) = Arg (2z0), 
由 o(#) 在 点 wo 处 切 回 量 的 幅 角 与 y(t) 在 点 ze 处 切 向 量 的 幅 角 之 


QD 由 于 f(z6) 志 90，g (tt) 至 少 在 点 ww 的 附近 是 光 背 的 。 


差 总 是 Arg 1 (zo)， 而 与 


f(z) ozCt) 
y(t) 丐 关 ( 图 2-6)。 因此 ， 
如 果 孝 虑 过 点 zo 的 任意 两 1 ot) 
条 光滑 曲线 y1(t), p24)， , 
0 和 了 和 1，?7140) = y,.0) Zn 2 0 fz0) 
= zo， 它 们 在 映照 f(z) 2-6 


下 的 象 分 别 是 通过 点 wo 
= f(zo) 的 光 祝 曲线 o1(#) 与 50.( 直 ， 由 上 面 的 讨论 
Argo,s.’ (0)— Argy2s’ (0) = Argo,’(0) ~ Argy,’ (0), 
虽 
Argaouv (0)— Argo.’(0)= Argy». (0) 一 Arg?712 (0). 
上 式 的 右边 表示 yp1(t) 与 y(t) 在 点 zo 处 的 夹 角 9， 左 边 表 示 o1(1) 
与 cx(t) 在 点 wo = f(z0) 处 的 夹 舟 gpg， 而 8g =0。 这 就 是 说 在 映照 
f(z) 下 ， 在 导数 不 为 老 的 点 处 , 两 条 曲线 的 夹 角 的 大 小 与 旋转 方 
向 都 是 保持 不 变 的 我 们 称 f(z) 在 点 zo 处 是 保 角 的 . 
定理 5 若 玉 数 1(z) 在 域 D 内 解析 ， 则 在 f(z) 妆 0 的 点 处 
f(z) 是 保 角 的 ， z 
以 上 是 导数 的 幅 角 的 几何 意 f(z) =w 
义 ,导数 的 模 的 几何 意义 是 明显 的 . 
因为 
f’(20) = lin LH 各 f {20) = wo 
所 以 若 任 取 过 zo 的 曲线 y(t)， 它 在 2-7 
f(z) 下 的 象 为 o(t)( 图 2-7)。 那么 


fC2)- f(z) 


lw — wol 


lim lim = If/(z 
| im zz YC20)), 
2€{7) s€E:vri 


因为 py() 是 过 点 zo 的 任意 曲线 ， 所 以 上 式 表明 象 点 之 闻 的 距离 与 
原 象 之 则 的 距离 之 比 的 极限 与 曲线 无 关 , 故 称 11 (z0)| 为 1(z) 在 


点 zo 的 伸 长 度 . 

全 娄 的 怖 角 -了 模 鸭 几何 侣 义 ， 我 们 看 到 当 太 (ze) ss 0 时 ， 
f(z) 在 点 zo 的 邻 域内 ， 以 zo 为 
顶点 的 小 三 角形 被 映 为 一 曲 边 
三 角形 ， 它 的 微分 三 角形 与 z 
平面 上 的 三 角形 是 相似 的 (图 


> yah 

ka fe af 2-8)。 因此 我 们 把 域 D 内 的 单 
图 2-8 叶 解 析 琅 数 称 为 共 形 映照 (或 
保 角 变换 )， 


例 4 人 研究 映照 w= f(z) = 22 的 保 角 性 . 
由 例 2，f(z) 的 导 画 数 
f(z)=22. 
当 zxs0 时 ，F(z)xe0。 因 此 f(z) 在 C 上 不 为 替 的 每 一 点 都 是 保 
角 的 。 设 z=x+iy，f(z)=u+tiv， 
f(2)=22= (x+tiy):= (x — y2) + 2ixy. 


故 x=x2- y2，w=2xy。 因 此 双 曲 线 x2- y?= Ci (常数 ) 的 象 是 
重 直 线 4= C1; 双 曲 线 2xy = C。 ( 季 数 ) 的 象 是 水 平 线 v= Cs( 图 
2-9》 。 

两 族 双 曲线 x? 一 y*= Ci ( 关 0) 与 2xy = C。( 关 0) 相互 正 交 ， 
f(z) 把 它们 分 别 变 为 w 平面 上 的 垂直 杏 线 族 和 水 三 昔 线 族 ， 在 
点 2 = 0 处，f(z) 是 不 保 角 的 ， 


习 题 
1。 验证 下 列 函 数 的 可 导 性 ， 
(1) f(z)= |z|;. 
(2) f(z)=Zz, 


(3) f(z2)= 2zRez. 
2。 验证 出 数 


(1 1 人 了 me ， ZA 0 
f(z2)= Ea 
0 ， z=0, 


在 点 z= 0 满足 CR 方程 。 帮 zz) 在 点 z=0 可 导 玛 ? 

3。 证 明 :， 若 函 数 /(z) 在 域 刀 内 解析 ， 芥 且 f(z) 寺 0， 则 
f(z) 在 局内 为 常数 . 

4。 者 沙 数 1(z) 在 域 D 内 解析 ， 且 满足 下 和 列 条 件 之 一 1) 
Ref(z) 在 DD 内 是 常数 ，2) limf(z) 在 D 内 是 常数 ，3〉 1f(z)|j 在 
DD 内 是 向 数 ，4) f(z) 的 幅 角 是 常数 ， 则 f(z) 在 DD 内 是 常数 ， 

5。 车 范 数 上 zz) = w+t tv 在 域 品 内 解析 ， 晶 w= wv?， 则 f(z) 在 
DD 内 是 常数 . 

6。 若 v 是 4 的 共 罗 调 和 硬 数 ， 则 4 是 -vv 的 共 恩 调和 了 苏 数 . 

7?。 若 f(z)=w+iv 是 解析 画 数 ， 并 且 f(z) 半 0， 则 由 约 
U(xX,Y) =C, 与 V(x;y)=Cs 下 人 次，Cl,Cs 是 常数 ， 

8。 若 殴 数 f(z2), 9(2) 在 点 zo 解析， 和 且 f(z0)= g9(20)=0， 


g/(zo)s0， 则 


of) fz0) 
:im T(z) 7 oz) 


D 
9。 证 明 :， 在 极 坐 标 系 下 (ff =u(r,0)+iv(r,0), z=r(cosg 
+isin0))，C-R 方 程 为 


1 1 
Ur Ue) Ur Ty Wo 


f7(2)= uu, +iv,), 


10. 设 f(z)= Rlcosp+ising),，2=r(cos0+1sin0)， 证 
明 C~R 方 程 为 


证 明 ， 攻 函数 f(z) 在 域 D 内 解析 ， 则 
of of _ Jj,, 
oz =0 -a2 =/ 〈(z) 。 
12， 设 画 数 /=2+ iv 在 域 D 内 解析 ， 证 明 


Hy Wu, 


/ = = |f’(z)|?, 


Us Uy 
大 给 出 它 的 几何 解 杰 . 

13。 设 函数 f(z) 在 域 D 内 单 叶 解析 ,TT z=Y(t), a t 
委 pb 与 只 分别 是 万 内 的 曲线 和 子 域 。 求 在 映 照 F(z) 下 ， 上 太太 ) 
的 长 度 与 1(Q) 的 面积 . : 

14。 设 曲线 1z- 1| = 1 在 上 映照 w= 2? 下 的 象 为 厂 ， 求 厂 的 长 度 


及 六 所 范围 的 域 的 面积 . 
15， 设 阔 数 1(z) 在 域 D 内 解析 ， 且 f(z) 六 0， 求 证 


0 0 fC) 
( dx? ™ Oy ) Ca [zz 诈 3 


02 oO? , 
(i i fa) =4 fC) 


一 般 地 ,， (二 + 一 5) ol = a) 和 


为 正 整 数 ， 
16。 若 范 数 = w+iv 在 点 zy 满 中 条 件 ， 
1) tt 及 vv 在 点 zo 可 微 ， 
f(z)— f(z0) 


2) lim 
zz 之 一 zo 


仔 在 ， 


则 或 者 f(z) 在 点 zo 可 导 ， 或 者 jz) 在 点 zo 可 导 ， 
$ 3 ”初等 解析 明 数 及 其 所 构成 的 上 映照 
在 前 一 节 里 ， 我 们 对 解析 画 数 的 概念 作 了 一 般 性 的 讨论 。 这 


一 节 我 们 将 要 研究 若干 基本 初等 画 数 ， 其 中 指数 画 数 民 其 反 范 数 
是 基本 的 . 


1。 指数 西数 
设 z2 = x +1iy 是 任意 复数 ， 指 数落 数 e :定义 为 


e*=e€”(cCOsy+1siny). (13) 
由 此 我 们 可 以 得 到 指数 画 数 的 性 质 : 
1) ”指数 画 数 不 取 震 值 ，e 关 0， 事 实 上 |e | =e”*>0， 
2) ”对 于 任意 的 z,，z。， 有 有 


e162=~@ 1t*2., (14) 


e162=E*1(COSYy, +iSin y)e”2(cosy, +?sin yo) 
=E@*1t*2(COSYy, +isin yi) (cos ys + isin y,) 
=e@”1t*2[COS(Y) + ys) +iSin( y+ »y,)] 
=e@”’11*2., 
3) e’ 凡 2xi 为 周期 . 
因为 按 定义 e:"' =]1， 所 以 由 2 ) 


et*?"i-e’e’"!=e’, 
4) ”对 于 任意 的 实数 9， 有 
e'*=c0s0 +ising., (15) 
这 个 式 子 叫做 Euler 公 式 . 


事实 上 ， 在 (13) 式 中 取 x = 0,y= 09， 我 们 便 得 到 (15) 式 ， 
由 于 任意 复数 > 可 以 写成 三 角形 式 
2Z=r(co0S0 +ising), 
其 中 + 是 z 的 模 |z|，9 是 z 的 一 个 幅 角 , 故 由 Euler 公式 (15)， 
我 们 可 以 将 任 一 复数 号 成 指数 形式 
z=re't. 
5) e’ 在 C 上 解析 ， 且 (e”) =e’. 
证 明 设 z =x+1y， 按 定义 
e*=e”(cosy+isiny), 
其 实 部 和 感 部 
ulX,y)=e”cOosSy, v(xX,y)=e” siny, 
以 及 
Ux =UVU,=€ COSY, Uy= 一 IDx= 一 6 Siny 
都 在 C 上 连续 .根据 定理 4，e 在 C 上 解析 ， 且 
(€)/=uUu.+1iv: =€”COSy+1ie” siny, 
上 | 
(e’)/’=e’, (16) 


6) “的 单 叶 性 域 ， 
称 域 已 是 函数 的 单 叶 性 域 ， 就 是 说 页 数 在 域 D 内 是 单 叶 的 ， 
A 
e”1(cOsy: +isin y)=e”2(c0s ys, +1Sn yo), 
或 
e>*1e71=e” 2C72。 

四 此 x = Xs 1 = y+ 2xk, 

21 ~ 2» = 2hkrri, 
其 中 是 整数 。 所 以 不 包含 满足 2z1 一 zs = 2RAi 的 21，2。 的 域 都 可 以 
作为 e” 的 单 叶 性 域 。 为 简单 起 见 ， 我 们 可 以 取 平 行 于 实 轴 的 带 
域 2Rr< y<2(R+1)r，R=0， 土 ], 十 2,… 作 为 e’ 的 单 叶 性 域 . 
由 于 e 有 周期 性 , 故 对 于 e 的 觅 照 性 质 我 们 只 要 在 带 域 ( 之 y 之 2x 
中 人 研究 即 可 。 设 2=x+iy， 0 之 y 达 2x，w=e’=pe'"”, 于 十 

P=e’, P=y. 
由 此 可 见 ， 焉 线 y = yo 变 为 射线 p = yo 线段 X= xo,0 过 y<27 变 
为 圆周 |wl = p =e”*。( 去 掉 岂 =e*o 这 一 点 ) (图 2-10). 因此 ， 
对 于 指数 函数 来 说 ， 它 是 把 带 域 0 之 y<2zx 单 叶 地 变 为 C 上 去掉 
正 实 轴 的 域 正 =C 人 -1{fz:，z 关 0 小 .直线 y = 0 变 为 正 实 轴 的 上 边沿 ， 
直线 y = 2r 变 为 正 实 轴 的 下 边 治 ， 带 域 0CLy<r 变 为 上 省 平 面 ， 
带 域 r<y<2r 变 为 下 竺 平面 。 一般 地 说 ， 指 数 函 数 把 带 域 0<y 
<A (0<h<27) 变 为 角 域 0<argw<<h， 


图 2-10 


由 于 e 的 周期 性 , 故 它 也 把 其 他 带 域 忆 :2Rr<y 所 2(R+1) 
(R= 士 1, 士 2,……) 单 叶 地 变 为 域 E， 


2. 癸 可 夫 斯 基 古 数 


w 一 i(2 + +) (17) 
这 个 函数 在 z 平面 上 去 掉 原 点 的 域内 显然 是 解析 的 .现在 我 们 来 


研究 它 的 单 叶 性 域 ， 设 z1!,，zs 使 得 
二 二) 二) 


(2 一 = 人 (1 一 2 )= 0， 
所 以 21=2z。 或 212。= 1. 
因此 人 血 可 夫 斯 基 画 数 在 域 姜 内 是 单 叶 的 ， 其 充 要 条 件 是 姜 内 不 包 
侣 满足 zzs = 1 的 丙 点 ziyzs， 所 以 除去 原点 的 单位 圆 内 和 单位 圆 
外 可 以 作为 侍 可 夫 斯 基 项 数 的 单 叶 性 域 ， 上 守 平 面 、 下 守 平 面 同 
样 也 可 以 作为 它 的 单 叶 性 域 . 
下 面 我 们 来 考虑 巴 = 到 (> + 下 ) 把 单位 圆 内 (去掉 原 点 ) 


与 单位 圆 外 变 成 什么 域 . 设 


之 =7eE3 w=utiv, 


由 (17) 式 得 到 


x= 二 (+ 十)cosl， "= 二 (一 二 )sing， 
因此 ，z 和 平面 上 的 每 个 圆周 |z| = ro 关 0 都 变 为 允 平 面 上 的 一 椭 贺 
x= (mo+ jcosg， "= 到 (mm- 南 )sinb， 


1 1 ) 1 
An 过 一 _ 一 
其 EE 轴 是 a = 2 (nm 十 rr 9 b= 7 


， 并 日 当 0<ro< 1 


1 
ro 一 ro 
时 ,上 千 圆 周 峡 为 下 竺 椭 加 ,下 华图 周 映 为 上 侍 椭 贺 ; 当 ro 之 1 时 ， 


上 人 窜 圆 周 映 为 上 盾 椭 圆 ， 下 和 叶 圆 周 映 为 下 嘻 覃 圆 . 对 不 同 的 ro， 
c=1 -6b =1， 所 以 对 应 的 椭圆 是 共 焦 的 ， 焦 点 为 土 ] (图 
2-11)。 当 ro1 时 ，c>1，0->0， 椭 圆 “ 压 缩 ” 成 为 实 轴 上 的 线 
有 段 ，[ 一 1,1j,. 当 ro->0 及 ro-> + co 时 ，a,p- +co。 


图 2-11 


对 应 于 2 在 面 上 的 射线 argz = go 在 多 平面 上 是 
UW = 到 (r 十 二 )cosbu v= 3(r 一 二 ) sin 00, 
这 是 双 曲 线 的 方程 。 当 8 = 0,2r 时 ， 对 应 的 是 {4 宇 1,v = 0}; 当 
00= x 时 ， 对 应 的 是 {u 志 -1,v = 0}; 当 00 = x/2，3z/2 时 ， 对 Ky 
的 是 w 下 面 上 的 周 轴 。 除 此 之 外 ， 对 于 不 同 的 bo， 它们 所 对 应 的 
双 曲 线 是 共 焦 的 ， 焦 点 为 士 1. 


因此 ww= 二 (2+ -二 ) 将 单位 图 内 〈 去 掉 原点 )》 和 单位 圆 外 


保 角 地 觅 为 z 焉 面 上 去 挤 [ ~ 1,1] 的 域 
如 果 我 们 把 上 牢 平面 作为 由 = -一 ( z+ 一- ) 的 单 叶 性 域 ， 那 


么 根据 上 面 的 讨论 ， 它 把 上 尘 平 面 保 角 地 上 映 为 除去 实 轴 上 1 志 w 过 
+ co 和 -=- co< 2: 委 -1 的 整个 z 平面 ( 见 图 2-12)。. 同样 ， 下 全 耕 
面 也 是 如 此 ( 见 图 2-13)， 


图 2-12 


5。 三 角 画 数 


当 % 是 实数 有 时， 由 Euler 公 式 


€'*=COSX+IiSINX, EC '”*~=COSxX— ?sinx 
可 得 


当 z 是 复数 对、 我 们 定义 


. ez -es Ci 十 BE 
5 COS 了 Z 一 9 ~ (18) 


这 样 定义 的 正 蓄 茵 数 和 余弦 画 数 ， 当 z = x 时 与 数学 分 析 中 的 正 
东 和 余 弱 汞 数 是 一 致 的 ， 

现在 我 们 来 讨论 三 角 函 数 的 性 质 : 

1) 由 于 指数 匣 数 在 整个 有 穷 平 面 上 是 解析 的 ， 所 以 sin z， 
cosz 在 有 穷 于 面 上 解析 ， 上 且 


(SiNnN2) = C0S5z, (COSZ) = 一 Sinz。 (19) 
2) 由 于 cei,e- :以 2r 为 周期 ， 所 以 sinz,cosz 以 2x 为 周 
期 ， 即 
sinfz+27r7= snz, cos(2+2r)= cosz。 (20) 
3) ”sin > 是 奇 画 数 ，cosz 是 偶 栈 数 , 即 
SimK( 一 2)= 一 Sinz， coS( 一 z)=COS2。 (21) 
4) “和 和 角 ” 公 起 成 这 ， 
sin (2Z,+22)= Sin ZI COS 22+ COS 21 Sin 2,, (22) 
cos (2,+22) = COS zl COS 2 — Sin 2z1 Sin Z2. (23) 
5) ”sin >z 和 cos z 的 基本 关系 式 
sin ?z+ cos 22 一 1。 (24) 
sin (到 -= ) COS 2 . (25) 


以 上 性质 都 可 由 定义 直接 推出 .请 读者 自己 验证 . 
6) | sin zl| 和 |cosz| 是 无 价 的 。 
设 2=X+iy， 由 4) 


| sin z12= | sin xeos(iy) + sin(iy)cosx |?, 
因为 
一 了 十 区 
COS (1y)= 6 5 2 = chy， 


=~ tshy, 


所 以 
| sin z|2= | sin xchy+i cos xshy|? 
= sin 2Xch2y 二 cos ?xsh?y 
= Sin 2xch?y+ (1 — sin2x)sh?y 
= sh2y+ sin 2x(ch?y— sh?y). 
由 于 ch?y? -shay= 1， 所 以 
| sin z12=sh2y+ sin 2x。 (26) 
同 理 有 
| cos z|2=ch2y — sin 2x。 (27) 
由 此 可 见 ， 复 变数 的 正弦 函数 sin z 和 余弦 画 数 cos z 是 无 界 的 . 
比如 在 万 加 上 z=iy,，jcosz)j =chy，1sin z| =sh i1y|， 者 
是 无 界 范 数 . 


vv sinz 仅 在 z = R 处 为 露 ， cos 2 仅 在 z= + hr 处 为 


需 ， 其 中 R= 0, 士 1, 士 2,…， 也 就 是 说 ， sin z, cos z 仅 在 它们 
作为 实 变数 函数 的 零点 处 才 为 老 ， 除 此 之 外 再 也 没有 别 的 霉 氮 


其 充 要 条 件 是 e?!* = 1。 这 个 方程 的 根 是 z= Rr, 有 = 0, 士 1, 士 2， 
…。 出 5) cos z=sin(- 王 -= ), cos z=0, 当 且 仅 当 2 = -+ 


kn, R=0, 十 1]; 土 2,…-。 
8) ”sin z 和 和 cos z 的 单 叶 性 域 。 


我 们 只 考虑 余 收 画 数 由 = cos z= 和 -2 一， 我 们 可 以 把 
它 看 作 是 下 面 三 个 画 数 的 复合 画 数 
2/ =1i2, 6=E’ ， w= 二 (5+ 卫 -). 


第 一 个 画 数 只 是 旋转 映照 ， 它 处 处 是 单 叶 的 。 第 二 个 画 数 单 叶 的 
充 要 条 件 为 ， 在 z' 平面 上 的 域 不 包含 满足 z1 ~ 2z2=2hRxi (k 是 
不 为 雾 的 整数 ) 的 两 点 z1,z;， 即 在 z 平面 上 的 域 不 包 合 z1 一 2a 
= 2Azr 的 两 点 zi za。 第 三 个 函数 单 叶 的 充 要 条 件 是 ， 在 “平面 上 
的 域 不 包含 满足 616。= 1 的 两 点 61 与 54， 在 z 平 面 上 就 是 个 包含 满 


足 条 件 e''!1。e''2:=1， 即 z+ zo=2kz 的 两 点 2z1,2。。 因 此 带 域 
0<Rez<r 就 可 以 作为 cos z 的 单 叶 性 域 . 

z =iz 把 带 域 0 之 Rez< x 单 叶 地 上 映 为 带 域 0<Imz/<x。 
6=e”' 叉 把 后 一 带 域 单 叶 地 上 映 为 上 尘 丰 面 Im6 二 0. 最 后 w 


= 地 (5+ 汪 ) 殷 这 个 上 第 不 面 单 叶 地 映 为 除去 实 轴 上 -oo<u< 


-1 和 1 委 < +co 的 整个 ww 平面 (图 2-14)。 将 这 些 函 数 复合 得 到 
w= cos z， 它 把 带 域 0<Rez < zz 保 角 地 映 为 ww 平面 上 去 掉 一 % 
< 1 和 -1，vv=0 及 工 和 4 人 +co，v=10 的 域内 , 

对 于 正 蓄 本 数 几 = sin z 可 作 类 似 的 讨论 ， 

正切 函数 tanz 和 余 切 函数 cotz 分 别 由 下 式 定 义 


(28) 


这 两 个 画 数 分 别 在 去 掉 z= -7 + hx 的 有 穷 平面 上 和 去 掉 2= hz 


性 质 请 读者 列 出 并 证明， 


图 2-14 


现在 来 研究 tanz 的 映照 性 质 . 由 sin z，cos z 的 定义 


ja sin Zz .ei*—] 
vy 二 己 一 一 一 ”Dr 
COS 2z ei*+] 


这 个 有 贞 照 可 以 分 解 为 下 面 三 个 映 照 的 复合 
,6-1 


ZL =2iz, C=e’, w= i FTI 


由 此 我 们 看 出 ，tanz 在 寅 度 为 的 垂直 带 域内 是 单 叶 的 。 又 由 于 
tanz 是 以 x 为 周期 的 奇 画 数 ， 所 以 只 要 对 带 域 D，0<Rez< 工 - 


进行 过 论 , 第 一 个 映照 2 = iz 把 DD 共 形 上 映照 为 D'，0< 近 Imz/<x， 
第 二 个 映照 6 = e” 把 已 * 共 形 上 映照 为 上 和 趾 平 面 态 ， 第 三 个 映照 把 
玉 共 形 映照 为 右 竺 平面 (图 2-15)，。 因 此 w = tanz 把 带 域 0<<Rez 


< -了 - 共 形 映照 为 右 牛 平面 。 


图 2-15 


4. 对 数 西 数 


对 数 酚 数 是 指数 函数 的 反 函 数 , 即 对 于 z 关 0， 满足 方程 e" = 2 
的 复数 忆 称 为 z 的 对 数 . 记 作 Logz. 显然 由 于 指数 艾 数 的 周期 性 ， 
Logz 是 (无 穷 ) 多 值 函 数 . 若 设 2 =re'’，w=W+iv， 那 么 


vy 一 a 
e ”=Ye 1 


€"=+, VU= 0 +2kn, R 是 整数 ， 


所 以 
一 logr 二 (OO+2RT)7 


或 

w=Logz=log|z| +iArgz, (29) 
与 指数 函数 的 性 质 (2) 相 应 的 性 质 为 

Log(zizo>) = Logz, + Log2,. (30) 


这 个 等 式 的 意义 和 Arg (ziza) = Argzi+ Argzs 的 意义 相同 , 

根据 前 面 对 指 数落 数 的 讨论 ， 若 在 域 D，C ~ {z; z 之 0}， 即 
在 有 穷 至 面 C 上 去 掉 正 实 轴 的 域内 ，z 的 幅 角 取 主 值 0<<argz<< 
2r， 形 人 么 函数 ww,(z)=]loglz| +r(argz+2Rr)，R=0, 士 1, 士 2， 
…, 把 DD 单 叶 地 有 里 为 在 行 于 实 轴 的 带 域 E,， 2kRx<v<2(R+1) x， 
它们 都 是 指数 范 数 z = e* 的 反 范 数 ， 大 日 在 域 D 内 z 的 模 和 幅 角 
都 是 连续 变化 的 ， 因 此 w,(z) 在 D 内 是 连续 的 ， 根 据 上 一 节 反 殉 
数 的 定理 


(31) 


我 们 把 其 中 的 wo(z) = log|z| +zargz 称 为 Logz 的 主 值 ( 文 )， 

记 作 1logz， 即 
logz= log|z| +iarg2z. (32) 
注意 ， 有 时 为 了 方便 起 见 ， 也 可 以 将 有 穷 下 面 上 《 去 掉 负 实 轴 作 
为 上 面 讨论 中 的 域 D， 这 时 取 幅 角 的 主 值 范 围 是 - Y<arg2<.r， 
wi(z) 单 叶 解析 地 把 D 上 映 为 带 形 域 (2&k 一 1)x<v< (2kR+1)7， 
Logz 的 主 值 ( 支 》 
logz = log|2z|] +iargz, -XA<argz< An. 

从 以 上 的 讨论 ， 我 们 可 看 出 ， 对 数 函 数 Logz=log|z|+iArgz 
是 多 值 画 数 ， 其 多 值 性 在 于 幅 角 Argz 是 多 值 的 特别 值得 住 意 
的 是 ， 我 们 上 面 所 得 到 的 w,(z)(kR=0, 土 1, 土 2，…) 都 是 在 去 掉 
正 实 轴 ( 或 负 实 轴 ) 的 域 D 内 解析 (它们 都 是 指数 两 数 的 反 画 数 ， 


即 满足 e”*r'”= z)。 这 里 之 所 以 要 去 掉 正 实 轴 (或 负 实 轴 )， 是 两 
为 多 信 洲 数 Argz 在 这 样 的 域内 ， 可 以 分 出 无 穷 多 个 单 值 连续 分 
支 argz2+2xk (R=0， 士 1， 士 2，…); 闪 且 在 这 样 的 域内 不 存 
在 绕 原 点 的 简单 闭 曲 线 , 当 点 z 从 起 始 位 置 点 zo 次 人 D 内 的 任意 一 
条 简单 闭 曲 线 绕 一 图 回 到 zo 时 ，arg z 连续 变化 地 回 到 原来 的 
值 ， 相 应 的 ww,(z) 在 ww 平面 也 作出 一 条 简 单 闭 曲 线 (图 2-16). 
并 且 前 面 已 经 知 道 w,(z) 将 D 共 形 映 照 为 宽度 是 2x 的 水 平 带 域 
(这 些 带 域 连同 它们 的 边界 恰好 覆盖 整个 w 焉 面 )。 这 就 是 说 ， 在 
D 内 我 们 可 把 多 值 函 数 Logz 分 成 无 穷 多 单 值 解析 画 数 w, (2z)， 
称 为 它 的 ( 单 值 ) 解 析 分 六, 它们 彼此 相差 2x1 的 整数 倍 ， 


Wwo( >0) 


wi1(Zo) 
( 


2-16 


我 们 还 可 以 用 一 条 从 原点 出 发 并 伸 向 无 穷 的 曲线 代 玲 上 面 所 
说 的 正 实 轴 ( 或 负 实 轴 )， 因 为 在 这 样 的 域内 ， 同 样 不 存在 绕 原 点 
的 简单 闭 曲 线 ， 因 而 Argz 也 可 以 分 出 它 的 单 值 连续 分 文 。 上述 
的 正 实 轴 “或 负 实 轴 ) 或 从 原点 出 发 若 伟 向 无 穷 的 曲线 都 称 为 割 
线 ， 通常 为 了 便于 表示 出 Logz 的 分 葡 w,(z)， 一 般 地 取 正 实 轴 
或 负 实 轴 ， 或 者 从 原点 出 发 的 一 条 射线 作为 割 线 ， 


现在 我 们 来 考虑 如 果 不 取 制 线 ( 即 不 割 开 z 丕 面 ) 将 会 出 现 什 
么 情况 . 这 时 ，D 就 是 除去 点 z= 0 的 z 平面 . 在 这 种 域内 ， 存 
在 绕 原 点 z=0 的 简单 闭 曲 线 py， 当 > 从 ”上 的 一 点 zo 沿 ? 绕 一 圈 
(及 时 针 方 向 ) 回 到 ze 时 ，z 的 幅 角 得 到 增 量 2r， 因 此 w,(z)》 就 
得 到 增 量 2xi : Ay w(z) = 2xi (它们 的 实 部 log | z | 显然 是 不 变 
的 )， 妈 ws(z) 从 ws(zo) 连 续 地 变 为 w,:1(z。) 而 不 再 回 到 原来 
的 值 思 ;(z。) (图 2-17)， 因 此， 在 这 样 的 域内 就 不 可 能 分 出 Logz 
的 单 值 解析 分 文 。 因 这 种 缘故 ， 我 们 把 > = 0 称 为 Logz 的 支点 ， 
一 般 地 ， 具 有 这 种 性 质 的 点 ， 使 得 当 z 绕 这 点 一 图 时 ,多 值 瑞 
数 从 一 个 分 六 变 为 另 一 个 分 支 ， 我 们 把 它 称 为 这 个 多 值 画 数 的 支 
扣 。 由 于 DD 内 任意 一 条 绕 原 点 的 简单 闭 曲 线 ， 我 们 同时 可 把 它 看 
作 是 绕 z = ce 的 简单 闭 曲线 、 因 此 z = co 也 是 Legz 的 支点 ， 


4 元 


—AN 


图 2-17 


最 后 我 们 指出 ，Logz 的 单 值 解析 分 支 w,(z) 在 割 线 上 是 不 
连续 的 . 如 朱 选 取 正 实 轴 为 割 线 ， 那 么 我 们 只 能 说 让。(z) 从 上 上 咎 
个 面 连续 到 割 线 的 上 边沿 ， 从 下 中 平面 连续 到 制 线 的 下 边沿 ， 闪 


中 在 前 而 我 们 已 经 知道 ，ws(z) 把 割 线 的 上 边沿 和 下 边沿 分 别 
变 为 水 玉带 域 的 两 条 边线 . 


5。 筝 图 数 


在 前 面 的 例子 中 ， 我 们 已 经 温 到 n 次 暴 阔 数 z", 一 般 的 短 而 
数 ww = 2 "我们 定义 为 
w= 2°” =e LB (33) 
其 中 a 是 一 复 常数 ， 
没 a=a+ib， 按 定义 
ZZ =e(°+ib})l1og!rl+i(argz+2hr)] 
el10oglr:1-b(argz+2hn) 
xe'lsiogl :lro(largs+24*#)]1 
在 志 
D =eclogL 1-6(0argzt+2hn) 
0,= blog |z2z| +a(argz +2kx) 


则 | 
i 
wW= 2"=p;e ， |w|l=p,. 


由 此 可 见 ， 若 bs0， 则 w= z” 是 无 穷 多 值 函数 ， 若 =0， 即 wa 
是 实数 c， 则 


疙 二 Za 一 Co2108g8 1 i{argr+2khr})ya 


[24 
=| z 人 ee 


2 "的 值 都 位 于 圆周 上 (注意 ， 仅 当 c 是 实数 ac 时 ，| z"“ |1=|z 1)， 
幅 角 为 和 = a(arg 2+2Rr)。 特 别 地 ， 若 1) wc=a=Hr( 整 数 )。 


z" = > "是 单 值 的 ，2 ) a=a = 书 ， 忆 是 钙 约 分 数 ， 并 且 不 妨 设 
0< p<g, 


1 e i (ArgBz+2hr) 


由 于 二 . 2Rr 仅 当 上 = 0,1;,2，)9- 1 时 的 g 个 值 关于 2 x 是 不 


同 余 的 ，k 取 其 他 值 时 ， 其 相应 的 值 均 与 上 壕 g 个 值 中 的 某 一 个 关 
于 2x 是 同 余 的 ， 所 以 对 于 给 定 的 2，2z” 只 有 gq 个 不 同 的 值 ，3) 
Q = a 是 无 理 数 ， 
ze -| zjoeroargreg2hroi， 

由 于 2kra 对 于 不 同 的 & 不 可 能 关于 2r 是 同 余 的 (否则 a 就 是 有 
理 数 了 )， 所 以 z“ 是 无 穷 多 值 画 数 . 

总 之 ， 当 c 是 整数 时 ，z" 是 单 值 的 ， 当 a 是 实 的 有 理 数 时 ， 
z“ 是 有 穷 多 值 的 ; 当 c 是 其 他 情形 时 ，z“ 是 无 穷 多 值 的 ,按照 定 
义 ，2" =e" "是 指数 函数 与 Logz 的 复合 函数 ， 因 此 当 a 不 是 
整数 时 ， 在 Logz 可 以 分 出 单 值 解析 分 支 的 域 D 内 ，z" 也 可 以 分 
出 它 的 单 值 解析 分 支 。 设 w, (z) 是 Logz 在 DD 内 的 单 值 解析 分 
支 ，ws (2z) 是 z" 的 单 值 解析 分 交 . 按照 定义 

wt(2)=e”"(*), 

其 中 mi (z2)=e”*o0'”)=e”108? 称 为 2z 的 主 值 ( 支 ). 因为 
wsri(Z2) 和 ws(z) 相 鞍 2 xi， 所 及 wr,1(2) 和 wx (z) 相差 因子 
e:“"'。 因 为 


wil2)=—, 


所 以 
(wi(2)) =e "sawi(2)= ae" I) "(7s), (34) 
当 a 不 是 整数 时 ， 显 然 2 = 0,%% 是 2 的 支 后 ， 
对 于 尹 画 数 的 映照 性 质 ， 我 们 只 讨论 c>0 的 情形 ， 设 忆 是 角 
域 0<argz<0uo， 这 里 0 满足 条 件 
0< 0 委 27r， 0<ab 委 27r。 


由 于 wx* .1(z) 和 wx(z) 相 差 因 子 er““'， 现 在 a 是 正 实数 ， 所 以 
ws (2) 和 wx(z) 相 省 是 一 个 旋转 ， wi (z) 和 w%(z) 相差 也 是 一 
个 腊 转 e**"'“。 这 样 ， 我 们 只 要 考虑 w# (z) 就 可 以 了 . 
ww=U#(z)=e"iog =-e， C=alogz. 
我 们 已 知 6= clogz 把 角 域 0 人 Cargz<0 共 形 了 映照 为 带 域 0 之 ImE 
<a0o,w=e* 又 把 这 个 带 域 共 形 了 映照 为 角 域 0Cargw<ao0. 
此 ，w5(z) 把 开 度 为 6o 的 角 域 共 形 映照 为 开 度 等 于 cb 的 和 角 域 
(图 2-18). 


Qlog2~—Z 


特别 地 ， 当 a = n( 正 整数 ) 时 ， 我 们 可 取 0，= 2 .这 时 四 
= z" 是 单 值 的 ， 它 把 角 域 0<arg z< 共 形 映照 为 角 域 0< 


argw<2r (图 2-19) . 当 a = 一 -时 可 以 取 0。=2x，w=2z"( 或 


写 为 z ， 又 称 为 很 式 画 数 ) 的 n 个 单 值 解析 分 支 . 


图 2-19 


w=wE (2z)= VT21 e " , 
R=0,1,2,.…,n~—1, 
把 去 掉 正 实 轴 的 z 平面 0Cargz<2z 上 映照 为 n 个 角 域 


Ek RkR+ 
2 Zargw< 2( De 


(k 一 0,1,2,-…,7-]) (图 2-20)。 


‘ws C2) 


图 2-20 


注意 ， 如 果 不 致 于 引起 混淆 ， 我 们 仍 用 z“ 和 Vz 分 别 琢 示 
过 画 数 与 根 式 画 数 的 主 值 或 特定 的 分 支 ， 而 不 再 引用 别 的 记号 ， 


6。 偶 可 夫 斯 基 夯 数 的 反 画 数 与 反 三 角 醒 数 
二 - | 1 
侍 可 夫 斯 基 画 数 w= -7 (z+ -二 ) 的 反 画 数 是 


z=w+ 一】 . 


习惯 上 我 们 把 它 写成 
- wat ni. (35) 


由 于 Vz?* -1 是 双 什 画 数 ， 所 以 (35) 式 也 是 一 个 双 值 而 数 . 


设 /,(z), f(z) 是 V2*-1 的 两 个 分 支 ， 则 f1(z),fa(z) 对 同 
一 个 z 只 相差 一 个 符号 ，(35) 式 的 两 个 分 支 乘积 为 1。 又 设 


2z—1=re'’, 2+1= pe'”, 
?是 一 条 简单 闭 曲 线 ， 其 内 部 包含 点 z = 1 而 不 包含 点 z= -~1. 当 
z 从 zo 沿 ? 绕 一 圈 时 《图 2-21)，r,P，9 仍 回 到 原来 的 值 ， 但 是 9 


却 得 到 增 量 2x. 因此 W z* ~1 与 原来 的 值 相 其 一 个 符号 ， 即 


f1(zo) 变 为 f (ze)，j:(zo) 变 为 让 (zo)。 因此 夯 数 (35) 的 两 
个 分 支 :， z+ 六 (z)，2z+(z)， 也 从 一 个 分 支 变 为 另 一 分 文 ， 所 
以 z= 1 是 双 值 历数 (35) 的 一 个 支点 。 同 理 z = -1 也 是 它 的 一 个 
区 点 。 

现在 设 ?;: 是 其 内 部 同时 包 合 点 z=1 和 点 z= -1 的 简单 闭 曲 
线 . 当 z 从 zo 沿 广 绕 一 圈 时 〈 图 2-22)，>;，p 仍 回 到 原来 的 值 ， 


网 2-2t 多 2-22 


9 和 p 都 得 到 增 量 2 <， 因 此 W z? -1 的 两 个 分 支 f1(z), fa(z) 


仍 回 到 原来 的 值 ， 这 样 一 来 > = %% 就 不 是 函数 (35) 的 支点 。 

于 是 函数 (35) 仅 以 z = 土 1 为 支点 ， 在 没有 单独 绕 点 z= 一 1 
和 单独 绕 点 z=1l 的 简单 闭 曲 线 的 域内 ， 双 值 画 数 (35》 都 可 以 分 
出 它 的 两 个 单 值 解析 分 支 。 因 此 取 连 接 支 点 z = -1 和 和文 点 2= 1 
的 线段 [ 一 1,1] 作 为 割 线 的 域 D， 就 是 范 数 35) 可 以 分 出 两 个 单 
值 解析 分 支 的 “最 大 ” 域 . 根据 前 面 对 儒 可 夫 斯 基 男 数 的 讨论 ， 
我 们 知道 ， 这 两 个 分 支 分 下 把 D 共 形 上 映 为 0 之 | 过 1 和 1<|w| 
之 + oo。 同样 ， 如 果 取 域 的 割 线 为 实 轴 上 - ce<x 委 -1 和 1< 生 x 
< + co， 那么 郴 数 (35) 同 样 可 以 分 出 两 个 单 值 解析 分 支 ， 它 们 把 
这 个 域 分 别 共 形 映照 为 上 站 平面 和 下 和合 平 面 . 

余 强 溃 数 山 = cos 2 前 反 泗 数 

考虑 方程 

ODS 之 二 WW, 


从 中 解 出 z 


er” 十 ”i 


一 


2 
er*=w+y 一 1 ， 


之 二 -iLog( w+y zw 一] ) 


沿用 数学 分 析 中 的 记号 ， 将 反 余弦 画 数 记 作 z= Are cos uw， 


z= Arc cosw-= -iLog( w+y “一 ) 。 


习惯 上 我 们 写成 


Ww = Arc cos z= iLog(z+y 2*-1). (36) 
它 是 对 数 功 数 与 华 可 夫 斯 基 员 数 的 反 落 数 的 复合 沙 数 ， 也 是 一 个 


= WwW, 


如 甩 
那么 


无 穷 多 值 画 数 . 对 于 每 一 个 2， 相 应 有 无 穷 多 个 多 的 值 , 它们 或 者 
相差 一 个 符号 或 者 相差 2r 的 整数 倍 . 因为 z= 土 1 是 2 + z2 一 ] 
的 支点 ， 所 以 z= 士 1 也 是 函数 (36) 的 支点 . 值得 往 意 的 是 z= co 
也 是 画 数 (36) 的 支点 .因为 当 z 从 z。 沿 7: 绕 一 图 时 z+ zz -1 


的 幅 角 得 到 增 量 2x， 因 此 -iLog (z+Y z: 一 1 ) 在 y, 上 得 到 夫 
量 2x， 即 从 一 个 分 支 变 为 男 一 分 支 ， 故 z = oo 是 它 的 支点 . 正 因 
为 z = co 是 Arc cos z 的 支点 ， 所 以 必须 取 从 z=-1 和 z=1 出 发 
并 伸 向 无 穷 的 曲线 作 为 割 线 ， 特 别 地 ， 可 取 割 线 为 实 轴 上 的 
-co<x 和 -1 和 +1< x 之 + co. 在 具有 这 种 割 线 的 域 DD 内 ， 
z+V z* -1 的 两 个 单 值 解析 分 支 把 万 共 形 映照 为 上 个 平面 和 下 


中 在 面 ，Are cos z 的 各 分 支 将 DD 共 形 映照 为 宽度 为 < 的 垂直 带 域 
《多 2-23)。 


Are cosZ 一 亿 
ee 


图 2-23 
正 驰 函数 的 反 曾 数 册 =Arc sinz 


由 于 sin( 到- w) = cos w， 我 们 得 到 


w= Arc sin z= +iLog(z+¥ 2*-1). (37) 


正切 济 数 山 =tanz 的 反 函 数 
由 方程 


WW cosz i(le'’*+e-') 1 eC2'*+1 
解 出 z 
21s _l+iw tf—w 
全 一 = = 
1~—1iw 2 ” 
?3 一 了 
z= Lo8 (Fr ) 
” 记 作 
= Arc tan -1 1o ( 守业) 
i ms 8 i+tw) 
习惯 上 写成 
] 4 一 之 - 
w= Arc tan 2= 7 Log( 7 )- (38) 


这 也 是 一 个 无 穷 多 值 画 数 , 对 于 每 个 z 关 士 ! 的 值 ， 它 有 无 穷 多 个 
相差 z 的 值 与 之 对 应 。 容 易 看 出 , z = 士 ! 是 它 的 支点 。 事 实 上 , 若 
?是 其 内 部 包含 点 > =:i 而 不 包含 点 z= -i 的 简单 闭 曲 线 (图 2 - 
24)， 则 当 z 从 z。 沿 ? 绕 一 圈 时 ，z ~i=re'' 的 幅 角 得 到 增 量 2x， 


4 一 


因此 -元 Log -5 二) 在 ”> 上 有 堆 量 =， 即 从 它 的 一 个 分 支 变 为 


男 一 分 文 ， 所 以 z =i 是 它 的 支点 。 同 理 z = -i 也 是 它 的 支点 ， 

但 是 > = co 不 是 函数 (36) 的 支点 。 事实 上 ， 如 果 ” 是 其 内 部 同 
时 包含 点 z= 士 :的 简单 闭 曲 线 (图 2-25)， 那 么 当 > 从 zo 沿 7 绕 
一 图 时 , z - 1 =re' "的 幅 角 4 与 z+1= pe' "的 幅 和 角 得 到 增 量 


7 一 之 


2r， 因 此 Log ( -5 全) 在 >， 上 的 增 量 仍 为 雳 ， 即 w 仍 回 到 原来 


的 位 置 ， 所 以 z = co 不 是 Arctanz 的 攻占， 
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图 2-24 图 2-25 


现在 我 们 可 以 在 没有 单独 绕 点 > = -i 和 单独 绕 点 == 的 简 
单 闭 上 曲线 的 域内 分 出 Are tanz 的 单 值 解析 分 支 ， 比 如 在 右 牛 平 
面 D 内 ，Arc tanz 可 以 分 出 它 的 单 值 解析 分 支 ， 设 


i? 一 之 
十 2 “ 


C= 


它 在 D 内 是 单 叶 解析 的 《唯一 不 解析 的 点 z = ~i 不 在 DD 内 ), 它 将 
右 侍 平面 D 共 形 映照 为 上 人 盾 平 面 及 ， 而 


w = Arc tanz = -Log 


把 上 平面 上 的 上 个 平面 召 共 形 映照 为 宽度 为 了 的 垂下 带 域 巨 ， 
(图 2-26)。 类 似 地 ， 若 取 左 牢 奉 面 作 为 刀 ， 则 w=Arc tanz 的 各 
分 支 把 DD 共 形 映照 为 生 惠 带 域 -了 -+ hx<Rew<(h+1)z， 

如 果 取 庶 轴 上 连接 i 和 -i 的 线 妇 [ - 0 站 作为 制 线 , 即 万 = C 


一 之 
1 二 之 


-~ [一 2 孝 么 6= 把 已 共 形 映 为 去 掉 正 实 轴 的 平面 ， 然 


-一 61 一 


2-26 


后 w= 吉 Lo8C 的 各 分 支 把 它 映照 为 带 域 hr<<Rew< (AR+ 1)r， 


这 时 z= co 变 为 5 平面 上 的 点 5= -1, 然后 六 Logt 把 点 6= -1 
变 为 w= -0 +hn, 因此 Arc tanz 将 z= oo 变 为 -> + hx 


7。 初等 多 值 画 数 的 其 他 例子 

六 面 已 经 说 过 ， 我 们 的 研究 对 象 是 单 值 解析 画 数 ， 但 是 由 于 
幅 角 的 多 值 性 ， 不 可 避免 地 楼 涉及 到 某 些 初等 多 值 画 数 ， 如 本 节 
讨论 过 的 对 数 画 数 等 .下面 再 给 出 几 个 由 对 数 画 数 复合 得 到 的 多 
值 画 数 . 

例 1 w=Log(z 一 a)，a 是 复 常数 ， 


显然 ， 这 是 一 个 多 值 范 数 ，z = G，z = ce 是 它 的 支点 , 在 z 于 
面 上 取 一 条 从 a 出 发 开 仲 向 无 穷 的 简单 曲线 为 割 线 ( 图 2-27)， 在 
以 这 条 割 线 为 边界 的 域内 ，Log(z - a) 可 以 分 出 无 穷 多 个 单 值 解 
析 分 支 . 
例 2 w=f(z)=Log(z -a)(z 一 b)， 其 中 a,，6 是 不 相同 的 
复 常数 . 
设 y 是 其 内 部 包含 a 点 而 不 包含 56 点 的 简单 闭 曲线 〈 图 2-28). 
当 z 沿 7 统一 图 时 ，z ~ a 的 幅 角 得 到 堆 量 2x，z -a 的 模 ， 以 及 
z -的 模 和 幅 和 角 仍 回 到 原来 的 值 ， 因 此 
Ayf (2)= 271, 


同 2-27 2-28 


由 f(z) 从 一 个 分 支 变 为 另 一 分 支 (因为 对 数 画 数 的 不 同 分 支 只 要 
差 2z 的 整数 倍 )，z = a 是 f(z) 的 一 个 支点 . 同 理 z = 6 也 是 f(z) 
的 文 点 ， 

如 果 y | 是 同时 绕 a 与 5 的 简单 闭 曲线 ， 容 易 看 出 2 - a,z -5b 的 
幅 角 都 得 到 夫 量 2x，、 因 此 

A， f(z)= A471, 

所 以 z = o 也 是 f(z) 的 支点 ， 

因为 z = % 是 多 值 画 数 1(z) 的 支点 ， 所 以 在 可 以 分 出 f(z) 单 
值 解析 分 支 的 域内 不 能 有 绕 > = co 的 曲线 ， 这 就 是 说 割 线 必须 伸 
向 无 穷 ， 当然 由 于 a 与 上 都 是 支点 ， 所 以 这 个 域内 也 不 能 有 绕 a 
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点 和 绕 点 的 曲线 存在 ， 比 如 在 具有 图 2-29 或 图 2-30 所 示 的 割 线 
的 域内 ，f(z) 都 可 以 分 出 单 值 解析 分 支 . 


、 b 
b . 
0 


图 2-29 图 2-30 


类 似 地 ， 若 w= 帮 (z)=Log(z-a)(z-D)(z-c)， 其 中 apD， 
c 是 彼此 不 相同 的 复 常数 ， 则 a, 5b，c，co 是 它 的 支点 。 在 没有 绕 
这 四 点 中 任何 一 点 的 曲线 的 域内 ,f(z) 可 以 分 出 无 穷 多 个 单 值 解 
析 分 六. 在 具有 图 2-31， 图 2-32， 图 2-33 所 示 的 割 线 的 域内 ， 
f(z) 都 可 分 出 无 穷 多 个 单 值 解析 分 支 。 


YY 


图 2-31 2-32 图 2-33 


Zu 


例 35 w= 了 (z)=Log 一 一 5，4;,b 是 不 同 的 复 常数 . 


前 面 在 讨论 Arc tanz 时 ， 我 们 已 遇 到 过 这 种 多 值 落 数 。 容易 
看 出 ，4a 与 6 都 是 f(z) 的 六 点 ， 但 % 不 是 f(z) 的 文 点 . 因此 在 没 


有 单独 绕 a 点 和 单独 绕 5 点 的 简单 闭 曲 线 的 域内 ，f(z) 可 以 分 出 
无 穷 多 个 单 秆 解析 分 支 . 

由 例 2 和 例 3 可 以 看 出 ， 当 P(z) 和 RR(z) 分 别 是 多 项 式 和 有 
理 画 数 时 ， 我 们 对 LogP(z) 与 LogR(z) 可 作 类 似 的 讨论 . 

例 4 w= f(z)=(z~a)“(z-5)*， 其 中 a，b6 是 不同 的 复 常 
数 ，a,B 是 不 为 整数 的 实 常数 ， 

设 z-a=re'*，z -b= pe'”， 按 照 定义 有 

f(z2)=(z—-a)’(z2—b) =eLoe(:-e)+pLog(:-b) | 

~=e@*[ll1Ogr+i(o+r2h7)]+A[l1logPe+itr+21s)] 
~r“phe'(“?orer)ie(2e hst21rp) 1. 
因此 对 于 不 同 的 分 支 ，f (z) 的 值 相差 因子 e'?*“*?'8) "1, 

设 y 是 其 内 部 包含 点 z = a 但 不 包含 点 z =b 的 简单 闭 曲 线 ， 
9(z) =aLog(z 一 0)+ BLog(z ~b)。 容易 看 出 

Ayg(2)=2NiQ. . 

因为 a 不 是 整数 ， 所 以 当 z 沿 y 绕 行 一 图 时 ，f(z) 从 一 个 分 支 变 为 
另 一 分 支 ，z = Ga 是 jz) 的 支点 .。 同 理 z = b 也 是 f(z) 的 支点 。 

现在 若 y 1 是 其 内 部 同时 包含 点 a,b 的 简单 闲 曲 线 ， 则 

A,,g(z)= (a+ 有 ).2zi， 

于 是 ， 当 a + B 等 于 整数 时 ，z = co 不 是 /(z) 的 支点 当 c+Ap 不 
等 于 整数 时 ，z = 是 f(z) 的 支点 。 在 前 一 种 情形 ， 我 们 可 以 取 
割 线 为 连接 c 与 2 的 简单 曲线 ， 在 具有 这 种 割 线 的 域内 f(z) 可 以 
分 出 无 穷 多 个 解析 分 交 . 在 后 一 种 情形 ， 我 们 可 以 取 分 别 由 a,5 到 
ce 连接 起 来 的 简单 曲线 作为 割 线 ， 

现在 我 们 来 研究 以 下 具体 的 例子 ， 


_/(1-2) 1 
jE 


z=0, z=1 是 它 的 两 个 交点 。z = co 不 是 支点 ， 因 为 当 z 沿 其 内 部 
回 时 包含 0 与 1 的 简单 闭 曲 线 一 图 时 ，z 的 幅 角 增 量 为 ~ 和，(1 


- zs7? 的 幅 角 坊 最 为 了 .2z = 3z， 因 此 W- 忆 二 2 沿 这 条 腥 线 
上 的 增 量 为 2r。 我 们 可 取 线段 [0,11 作 为 币 线 ， 在 z 平面 上 去 掉 
线 恨 [0;1] 的 域内 ，W- 忆 二 纪 可 分 出 两 个 单 值 解析 分 支 ， 现 在 


我 们 选 定 f(z) 的 一 个 分 支 fo(z) 如 下 ，: 规定 在 (0,1) 的 上 边沿 了 ， 
0 = argz=0, P=arg(l -2)=0,) 因此 对 (0,1) 上 边沿 的 点 z 有 


《1T x) 1 
fo(z) = Ye - 二 


当 ] 上 的 点 z= x 这 0 沿 着 绕 过 右 端点 z = 1 的 闭 曲 线 回 到 下 边沿 
上 具有 相同 坐标 x 的 点 时 (图 2-34) 

OG=argz=0, w=arg(l—-2)= -2x, 
显然 > 和 1-z 的 模 分 别 回 到 原来 的 值 x 和 1-x， 所 以 在 工 上 有 


《1 一 3 
foD=VY-Q-2 < 


-2ri( 3/2) 


XX 十 1 


ba xX+l1 ” 
我 们 也 可 以 让 z 从 I 上 的 x 绕 过 制 线 的 左 端 点 回 到 工 上 的 x (图 
2-35)， 这 有 时 


2-34 图 2-35 


0 =argz = 27, p=arg(l~2z)=0, 
忆 6 得 到 增 量 2x， 所 以 在 上 z= x 处 ， 


_ (1-x)3 2" (~™1/2) 
fo YH 


= -V2 .1 
x x+l1' 


现在 我 们 来 求 f04z) 在 点 z= -1 的 值 fo( 一 站 .在 点 z = -i 处 


7 
argz = — -一 -， arg(1- 2)= -- 人 一 -， 


2 4 
如 挟 z 是 从 上 边 治 工 绕 过 右 端点 z= 1 到 点 2 = -与 或 者 


3N T 
argz= 3 arg(l~2)=- 7 


2 
如 来 z 是 从 上 边沿 卫 绕 过 左 端 点 2 = 0 到 z = ~ i。 因此， 总 有 
fe22 ee TT) EF) 


1 求 | e* |， 1 e2 
2。 叭 证 sin(yz) =yshz，cos(i2)=chz， 
证 明 若 | > |<R, 则 | sinz |<echR, | eosz |<ehR. 


ee a 


4。 .验证 sinz = sin 2， COsZ = C0S8Z. 
5。 证 朋 
(1+i)cot(a+i1f)+ (1-1)cot(a - 16) 


sin2c 十 sh2p 
Ch208-cos2a ° 
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6。 证 明 函 数 /(z)=z2+2z+3 在 单位 圆 | z | 之 1 内 是 单 
叶 的 ， 
7。 求 下 列 曲 线 在 给 定 肌 照 下 的 象 ; 


(1) 直线 = 0, 直线 y=b, 贺 周 |z- 雪 |= 冯 ,f(z)= 坟 


(2) 直线 x = a 与 直线 y= Bp，f(z)= 2z23 
(3) ”圆周 |1z|=1，f(z) = z+1. 
8。 求 下 列 画 数 的 值 
cos(2+1), 1, :i:, Log(2 一 371)， 
Arc eos (3 +1), Arc tan(1 + 217)., 
9.。 设 下 列 画 数 1(z) 在 z = 2 时 的 幅 角 为 零 ， 求 当 z 从 2 出 发 
绕 以 原点 为 中 心 的 圆周 回 到 2 时 《〈 反 时 针 方 向 ) 帮 zz) 的 幅 角 。 
1) f(z) = zz-1， (2) f(z) = z-1l， 


(3) f(z) = 22—1; (4) f(z) = z+22-33 


(5) f(z) -2+ 


过 十 1 


10。 设 /(z)=(1-2z)-*z "1! (0 之 a 之 1)。 求 fz) 分别 沿 
曲线 


1 
?1 有 = e 0 和 雪上 委 2z5 


“1 
?zf) 三 1 十 7 Er， 0<f 和 2zry 


pa(t)=2e0'', 0<t<27 : 
的 增 量 ， 间 在 怎样 的 域内 f(z) 可 以 分 出 单 值 解析 分 支 ? 
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11. 求 下 列 多 值 范 数 的 支点 、 这 些 多 值 画 数 在 怎样 的 域内 
可 以 分 出 单 值 解 析 分 区 ? 


(1) f(z2) = (z-a)(z-as)(z-as) (0z-an)， 
CI7G27 a, 互 不 相同 ，n 之 2; 
3 二 
(2) f(z) =V I (2- a), 
h=1 
G0,,， …,G;s 互 不 相同 ， 7 之 3; 


之 
(3) f(2) -Ve 


(2z—~a)(z—0b) 


(4) f(z2)=Log ZC ，G,b,C 互 不 相同 ， 


12。 证 明 阔 数 Log(1 ~ z?) 在 > 平面 上 去 掉 线 恨 [ - 1，13， 
[1, 门 及 射线 x = 0，y 之 1 的 域 忆 内 可 以 分 出 单 值 解析 分 文 . 求 出 
当 z = 0 时 取 零 值 的 那个 分 区 在 z=2 的 值 . 


13. 证 明 多 值 丙 数 1(z) = A/ 1 一 2)3 (1+z) 在 去 掉 [-1,1] 


的 z 平面 上 可 以 分 出 四 个 单 值 解析 分 支 。 求 画 数 在 (一 1, 1) 的 上 
边沿 为 正 的 那个 分 交 在 点 z= 土 1 的 值 。 
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第 三 章 Cauchy 定理 与 Cauchy 公式 


这 一 章 我 们 要 引进 积分 的 概念 ， 氢 述 并 证 明 关 于 解析 画 数 积 
分 的 Caucehy 定 理 ， 这 个 著名 定理 是 整个 解析 函数 理论 的 基础 ， 


$1 积 分 


设 ?”( 轨 ，c 委 1 和 8 是 C 上 的 一 条 可 求 长 曲线 @， 又 范 数 大 >) 
= U(x,y) +iv(x;y)(2z=x+iy) 在 vy 上 有 定 


Zz» 二 b 义 ), 沿 ?(+) 取 分 点 zu = ayzly2y，… 2 = 二。 
在 ? (区 上 ,从 zz 1 到 z; 的 一 小 段 7, 上任 取 
2 一 点 6 = 上， + 17 《图 3-1)， 作 和 数 
Sk 
Zeml 


S = Df Ei)(2,— 2 -1). 
一 1 


如 果 当 4 = max SA(S 是 ?的 驱 长 ) 趋 于 雪 


时 ， 和 数 S 趋 于 一 极限 值 ， 那 么 这 个 极限 什 
称 为 1(z) 沿 曲线 (1) 的 积分 , 记 作 | ，f(z)dz, 即 


| f(2) dz = limD (Es) 24 ~ 24-1). (1) 
? ”0 二 1 


假定 丙 数 六 z) 在 >( 轨 上 连续 ， 那 么 上 述 极限 一 定 存在 . 实际 


(D ”这 里 ， 我 们 理解 曲线 的 方 癌 为 参数 上 增加 的 方向 ， 起 点 为 Ge=? (4)， 终点 为 
b= y(8). 


上 ， 我 们 可 以 把 上 面 的 和 数 化 为 关于 f(z) 的 实 部 与 厅 部 的 和 数 ， 
若 设 z= Xt+tiys Cs = Sh +1iD,, fi5)=u (8, Dh) tiv (上 
7 ) ， 由 | 


S= D {uCEs NR) Ks ~ Xs) VE DY, 一 yi 


上 三! 


+1 2 {v(Es SIN) (CX, — Xs-1) 
二 1} 


+2(E ns (人 ~ y,-1)}。 


当 4>0 时 ， 右 端的 实 部 和 庶 部 分 别 趋 于 曲线 积分 | vax - vdy 
和 | vax+ aay， 员 


| fz)dz= | wdx ~ vdy +i | vdx+udy. (2) 


特别 地 ， 如 果 y(1) 是 实 轴 上 的 线段 a 过 tb， 这 时 f(z) 是 实 变数 
t 的 连续 复 函 数 ， tf) = w(t) + iv(t)。 于 是 
Ba a 8 
| foar= | utatti v(t dt. (27) 
假如 yp (1) = x(t) +iy(t) (xc 委 ji 委 0) 是 光滑 的 (实际 上 ， 这 正 是 我 
们 经 荫 遇 到 的 情形 )， 那 么 
"pp 
| udx -vdy= 上 {u(x(t1), y(t X (CH 
~v(x(t), y(t)) y(t)}dt, 
Bp 
| vdx+udy= | {v(x(t), y(t))x’(t) 
+ u(x(t), y(t)) y(t)}dt. 
上 面 的 第 二 式 乘 以 上 与 第 一 式 相 加 ， 化 简 后 得 到 


ff dz = | fry(t)1y’ (dt®. (3) 


这 表明 我 们 可 以 把 f(z) 沿 曲线 ?的 积分 化 为 f(z) 关于 曲线 » 的 
参数 + 的 定 积分 ， 
由 积分 的 定义 ， 可 以 立即 推出 下 列 性 质 ， 


1) | ,flz)dz= -人 fa)dz 
2) | [f(z)+g(z)1dz= | jz)dz+ | g(2) dz2zs 


3) J of‘z)dz=af f(z)dz，a 是 任 一 复 常数 ， 
4) 如 果 是 由 vp， 和 yw 所 组 成 ， 则 
| raz= 全 fadz+ | f(z2)d2; 


5) AGLE I<f re) lds&ML, C4) 


CD 我们 也 可 以 定义 积分 
| ,fads= lim 2 f Es 
称 为 六 2z) 沿 ?的 第 一 型 曲线 积分 。(1) 式 所 定义 的 积分 称 为 F(z) 沿 ?的 第 二 型 曲线 积 


分 ， 容 多 看 出 


人 fds= | uds+i| uds。 
由 于 dz = ?td1，1d31= 1y'(4)1d1=ds。 所 以 上 面 的 积分 可 写成 了 ,f(z))dz|. 
与 (3) 式 相应 地 有 
人 feelazl= fo fey yn 1dt. z (37) 


其 中 | 1 f(z) 1ds 是 实 画 数 | f(z) | 在 ? 上 的 第 一 型 线 积分 ， 


M =sup 上 |f(z)1， 工 是 7 的 长 度 ， 
我 们 只 征明 5)， 由 于 
[S| < | f (6,) | |2% 7— 24-1 [< 2 1f C6) ts,, 


合 4= max Si 0， 得 到 
委 有 安全 


f #62 az|<f ren as. 
由 于 在 ?上 | f(z) [<M， 所 以 
fi f(z) lds<ML， 

例 1 设 Y?(1)，a<+<B 是 一 条 可 求 长 曲线 , 求 | dz 和 
{zaz. 

按 定义 

fi dz = lim Eo -z,，_)=z。-zu=?y(p)-?(a)， 

而 


f{ zdz =limd Zz, (2 — Zh-1) 
? A 


30% =1 


苯 
=lim)》 2,-1(2, 一 2Z_1)。 
4 ?0 二 | 


这 里 ， 我 们 在 第 一 个 和 号 中 取 Gh = Zh, 在 第 二 个 和 号 中 取 eu。 = 
Zz,-1， 岂 以 
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| zd2z = lim Yi (2z, t+ 2h-1)(2Z, — 2Z,-1) 


306] 


= 了 limy (zt -22.1) 


2 41430621 


由 


工 (zz-z?s) = 工 (?2(8)-?2(a))， 
2 2 
特别 地 ， 若 ?是 闭 曲 线 ，Y (a) =7(B), 则 


| .a= zd2z = 0, 


如 果 7(t)，a 夺 tp 是 光滑 曲线 ， 上面 的 两 个 积分 可 由 (3) 
式 更 简便 地 算出 . 


a 
faz - 1 par=y(6)-?(a)， 
而 
{zdz= f roy at 


1 2 ′_ 1 2 — 2 
= pd (+) = 本 (人 (PB)- YY’(a)). 


例 2 计算 积分 1= | dz， 其 中 是 圆 环 {2z: 1 < | z| 


委 2}》 上 上 叶 部 分 的 边界 ， 其 方向 如 
ys 图 3-2 所 示 ， 
设 71，7?2 为 两 个 个 圆 周 ， 那 么 


1=2+ | +| : 
?7 2 Yi 


-2+ | 27268 e221Id0 
0 


好 
-| ie' e:'*d0 
0 


4 2 14 
=2- 全 + 寺 = 二 . 
3 3 3 


例 3 计算 积分 dz, 其 中 ?Y(t)=a+ Re'! 


，0+ 


<2r a 是 一 复 常 数 和 


~ 一 一 1 7 一 ， 
设 f(z) = 一 fIY(D)]= -prrs 7' (1) = Rie''*。 由 
(3) 式 ， 


fa 
y 之 一 


1 i 
一 一 Rie''dt 
0 Re'!’ i€ 


2 = 
0 


注意 ， 这 个 积分 与 秆 径 且 及 a 无 关 ， 后 面 我 们 将 看 到 ， 对 于 
其 内 部 包含 c 点 的 任意 可 求 长 简单 闭 曲 线 ， 此 积分 的 值 总 是 2mzi 


习 题 


f | zl|dz， 
其 中 是 : 


(1) 线段 [一 记 1，(2〉 从 一 i 到 ?的 左 尘 单位 贺 周 ， 
(3) 从 一 i 到 5 的 右 生 单位 加 周 . 


2。 计算 积分 
f Re > dz, 


其 中 ，(1) ?了 为 线段 [0,1 +i]; (2) 7(1)=2e'':, 0<t<2x, 
3。 计算 下 列 积分 ， 


(1) | edz 
KOIi，1+i 9 


C2) | [|z~-1lldz|, Y({)=e’', 0R1+ ?ns 


1。 计 算 积 分 


(3) | (2)2dz, PH) =re'', 0<t 2n, ro0s 
(4) | (z~a)"dz, Yi) =G+rei 0 和 1 和 雪 27r，7 >0， 
n 是 不 等 于 一 1 的 整数 ， 


(5) fz z |dz, ? 是 上 牛 单 位 圆 的 边界 ， 方 向 为 反 时 针 方 
向 ; 


(6) | logzdz, Y(t)= Re'!, 0<+t < 二 27。 
> 


4。 设 ?是 可 求 长 简单 闭 曲 线 ， 方 向 为 反 时 针 方 向 ，4 是 ?所 
范围 的 域 的 面积 ， 求 证 : 


| xdz= -i ydz = 二 ,2d2=i4, 
5. 设 画 数 /z) 在 点 zo 的 邻 域内 连续 . 求证 


(1) im 二- | f(zo tre'’ dO = frz )i 


.1 f(z) 

lim = -一 一 
(2) -0 2 | > 一 z0 lr ep f(z0). 
6. 证 明 


(1) 如 果 画 数 丰 (z) 在 中 带 域 ，x>x,，0 委 y 二 h 上 连续 ， 
lim f(x+iy)= 4 存在 ， 且 与 y 无 关 ， 则 


当下 直 op 


lim f(z)dz=iAh. 
其 中 y(t)=x+1it, Ot<h, 


(2) 若 夯 数 1(z) 在 局 形 ,0 之 |z -ol 二 7r,， Oarg(2z -a)&a 
(0<a< 和 2zr) 内 连续 ， 且 lim(z -a)f(z) = 4 存在 ， 则 


lim 上 f(z)dz=1iAa, 


其 中 路 ( 相 = EC+re，0 委 1 委 a，0<r<r 3 
(3) 若 图 数 帮 (z) 在 域 ，R 委 |z-a| 所 co，0< 生 arg(z 一 Ga) 
<a (0<c 委 27) 上 连续 ， 日 lim(z -a)f(z) = A 存在 ， 则 


lim ,1 (de =iAo, 


其 中 Y(t)=at Re'!'!, 0&<t<a, ROR,. 

7。 大 实 图 数 2 在 版 (X0， yo) 有 一 阶 连 续 傅 导数 ， 证 明 画 
数 / =2#+iz 在 点 ze = xo +iyo 可 微 的 充 要 条 件 是 
1 | foz)dz= 0， 


其 中 y (0 = re 玉 ，0 委 ! 魏 2r， 


lim— 


32 Cauchy 定理 
1。 Cauchy 定理 
设 画 数 1(z) 在 域 口内 解析 ，Y (1)，a 志 tb 是 D 内 的 可 求 长 
曲线 ， 在 前 一 节 里 我 们 有 
f f(z)dz= | udx -vdy+i| vdx + udy, 
假如 了 D 是 时 连通 域 ， 柑 昌 ww 及 v 的 偏 导 数 在 D 内 是 连续 的 ， 那 么 由 
数学 分 析 中 的 结果 ， 我 们 知道 | udx -vdy 与 | vdx+udy 的 


值 只 取决 于 积分 路 径 的 起 点 和 终点 ， 而 与 7( + ) 的 位 置 无 关 的 条 
件 古 


ov Ou Ou _ Ov 


—— ppt 


Bx dy’ Ox QQy” 


而 这 正 是 解析 交 数 所 满足 的 C~R 方 程 .因此 ， 在 4 与 v 的 偏 导数 连 
续 这 个 补充 假定 之 下 ，f(z) 在 D 内 沿 任意 路 径 的 积分 与 路 径 的 位 


年 无 关 ， 只 取决 于 路 径 的 起 点 和 终点 。 换 言 之 ， 太 z) 沿 万 内 的 任 
一 可 求 长 闭 曲线 的 积分 为 老 。Cauchy 正 是 在 这 个 补充 假定 下 得 到 
了 了 上述 结 果 ，。 后 来 coursat 证 明了 这 个 条 件 不 是 必要 的 ， 这 才 若 
正 证 明了 解析 阔 数 这 一 结果 的 鞭 确 性 .下面 我 们 采用 Pringsheim 
的 证 明 方 法 ， 

定理 1(Cauchy) ” 若 D 是 CE 的 单 连通 域 ， 画 数 1(2) 在 口内 
解析 ， Y(t) 是 D 内 任意 一 条 可 求 长 闭 曲 线 ， 则 


J f(z)dz=0, (5) 


我 们 先 证 明 下 进 基 本 引 理 . 

引 理 着 f(z) 是 域 D 内 的 连续 画 数 ，7?(t) 是 D 内 的 可 求 长 曲 
线 ， 则 对 于 任 给 e>0， 总 存在 一 条 内 接 于 ?的 并 且 完 全 位 于 DD 内 
的 折线 已 ， 使 得 


上， 1(z)9z - 人 readz <e. (6) 


证 明 因为 ?( 作 为 点 集 ) 是 一 紧 集 ， 所 以 ?与 D 的 边界 9D( 闭 
集 ) 的 距离 4d(?Y ,0D) = P>0. 设 ? 的 长 度 为 L，s 是 任 给 的 正 数 ， 
在 7 上 依次 取 分 点 zo = ayziy zs， zs, = 0b， 使 得 在 7 上 从 分 点 
z，-1 到 z, 的 曲线 
段 ?Y (R= 1,2， 
…，1) 的 踊 长 s， 
<p (k=1, 2, 
…,n)( 图 3-3)， 
在 所 有 的 圆 |z ~ 
24-1|<s 内 (Rk 
=1,2,…,n)( 由 
图 3-3 z f(z) 的 连续 性 ) 


1 sz) < 


一 78 一 


那么 以 zn $ 它 19 之 为 顶点 的 折线 己 ， 就 满足 (6) 式 .事实 上 
上 三 z)dz - | f(a)dz 


- 工 [rd -人 | f(z) qz| 


有 一 h 


_ 二 人 六 f(z)dz— fz-1) (2 — 24-1) | 


-U , ,f(z2)dz -1 (z,-1) (zz 
由 于 


f(z,-1) (zz f(z,-1)d2z 


] 
所 以 
{f(z)42- { fz)az 


= | [f(z)- f(z .1)1dz 
kh=1™” *® 


:lf (24-1)dz, 


[#1, 


-过 上 ,= [f(z2)- f(z,-1)1dz, 
=] 


[9 
_ ee ee 
ff tz) dz | fe dz < 二 2L + 2 LS-e 


下 面 我 们 只 要 对 D 内 任意 一 条 闭 折线 证 明 Cauchy 定理 就 行 
了 . 事实 上 ， 设 ?是 娓 内 的 任 一 可 求 长 财 曲线 ， 由 上 面 的 引 理 ， 
对 于 任 给 s 之 0， 在 站 内 有 ?的 内 接 折 线 已 ， 使 得 


| | Flzydz- | fz)dz <e. 
着 能 证 | f(z)dz=0， 则 | NAHE <e, 即 | f(z)dz=0. 


利用 对 角 线 将 闭 折线 分 成 几 个 三 角形 (图 3-4), 由 于 沿 对 角 线 的 屠 
些 积分 恰好 抵消 ， 所 以 沿 闭 折线 的 积分 等 于 沿 所 有 三 角形 积分 的 
积 。 因此， 问题 又 化 为 只 要 证 明 f( 2) 沿 内 的 任意 三 角形 了 的 积 
分 为 雾 . 设 | f(z) dz| = M， 我 们 要 证 明 M = 0。 把 7 的 三 边 
中 点 相互 连接 起 来 ， 得 到 四 个 小 三 角形 了 72 7 3， 7 (图 3-5)， 
根据 前 面相 同 的 理由 ， 


f fdz= [ofaz + {,, fdz + | ,fd + | fdz. 


图 3-5 


上 式 右 端 的 四 个 积分 至 少 有 一 个 积分 的 模 不 小 于 M/4, 设 这 个 积 
分 是 党 T'， = 全 上 的 那个 积分 


上 repaz> 芭 ， (7) 
同样 ， 从 | ,f(z) dz 出 发 ， 按 照 上 面 的 方法 ， 得 到 沿 三 角形 
T ”的 积分 满足 条 件 

M 
yd 二 :后 


如 此 继续 下 去 ， 我 们 得 到 一 三 角形 序列 
1 2 T'? TT 3.., 


M 
42° 


相应 的 积分 满足 条 件 | 
I (nm ) f(z)dz | > 把 ， (n=1,2,0). (8) 


设 工 是 7 的 长 度 ，T“" 的 长 度 为 L/2" ，A, 是 了 ”及 其 内 部 的 闭 
点 集 ，AiCA.(=0,1,2,…).。 若 diamA。 =d， 那 么 diamA。 


后 >0(r>co)。 由 Cantor 定理 ， 存 在 唯一 的 一 点 zo 属于 所 


有 的 A,(n=0,1,2,…)。 因为 z,. ED，f(z) 在 点 zo 可 导 , 所 以 在 
所 2o 的 邻 域 斑 (zo56) 内 ， 
f(z2)- f(z20)= f(z20)(2~20) + po(20,2)(2— 20), 
其 中 lim p (z,zo)=0. 又 因为 diamA,~> 0 ,所 以 当 +n 充分 大 


2 0 


时 ， A,cV (zs8), 
要 ,7 (2)dz 


-| [fz) +f (zs)(z-zo)+D(zyz0)(z-zo)]dz 


sm 
or 


-| | fdzt fC) | (nn) (2 20) dz 
Tin Tr in) 
+ | ,pls20)(2— 20)dz. 


j, (Cn) f(z)dz ~ , P(2,20)(2~ 20)dz, 


ET (aa 
于 是 ， 四 
0<M <d:L. max ,lplz, zo)|. 
s€T(" 


因为 lim max ,| Plz, 20)1=0, 所 以 M =0. 定理 证 毕 . 


Le 


注意 ， 如 果 万 是 多 连通 域 ,内 的 jordan 闭 曲 线 Y， 其 内 部 不 


一 定 完全 属于 DD， 在 内 解析 的 画 数 1(z) 沿 ? 的 积分 | ftz) dz 


不 一 定 为 看 ( 见 $1 的 例 3)， 但 下 面 的 定理 1 是 对 的 . 
定理 1 若 画 数 1(z) 在 域 D 内 解析 ，7? 是 D 内 的 可 求 长 简单 
闭 曲线 ， 且 ?的 内 部 属于 D， 则 


f f(z)d2 = 0。 


”Cauchy 定 理 还 有 下 述 一 个 重要 推广 . 
定理 2 着 D 是 可 求 长 Jordan 闭 曲线 ?的 内 部 ， 曾 数 1(z) 在 D 


内 解析 ， 在 万 上 连续 ， 则 
Faaz=o 《9 ) 


证 明 首先 证 明 当 D 具 有 特别 的 形状 时 定理 是 正确 的 , 设 G 
是 由 酝 线 x = a，x= 5b (a<<5) 及 两 条 可 求 长 连续 曲线 
MN, y= p(x) 
(a<xeb), 
POQ: y=y(x) 
(axEb) 
所 围 成 的 域 , 其 由 p(x)< VCx) 
(a<x<6b). 是 不 妨 假 定 p9(a) 
<y(a), (0)<Y(0)( 若 gp (9) 
=y(a) 或 p(5) = (5b) 或 两 等 
式 同 时 成 并 时 ,证 有 明 是 类 做 的 》 
(图 3-6). 
假定 f(z) 在 G 内 解析 ， 在 
G 上 连续 ， 我 们 要 证 明 


| f(z)dz =10。 (10)》 
MNOPM 


作 直 线 x=a+e， xx=b-e 及 两 曲线 


1M 了 7 N 7 y=OCX) +7T， 
(ax <b) 
P’ Q’., Y=P(X)—7, 


其 中 ,7 是 充分 小 的 正 数 .因为 G 是 单 连通 域 ， 所 以 由 定理 1 
J iriorein Fz)dz=0. 

现在 将 固定 ， 令 7>0， 则 由 于 f(z) 在 G 上 的 一 致 连续 性 ， 有 
| f(z2)dz—> fo, fade, 


MN 


| ，，, fcz)dz 一 > | f(z)dz, 
et 


QP 


[ ,fadz—> | f(z)dz, 
PIM PIM, 


| ， fcz)az 一 > | f(z)dz, 
N10Q, N19Q,) 


所 以 
| f(z)dz=0. (11) 
MINIQL 


PM 
现在 例 e>0, 辣 理 有 


3 1 


| Hz)dz 一 > | f(z)dz, 
MIN) MN 


| fcz)dz 一 > | f(z)dz. 
qieli QP 
因此 ， 如 果 能 够 证 明 当 se~0 时 ， 
| f(z) dz 一 > | f(z)dz, 
PIM) PM 


| fz)dz 一 > | f(z)dz, 
TS NO 


则 可 由 (11) 式 推 得 (10) 式 成 立 ， 上 壕 两 个 极限 的 证 明 是 类 似 的 ， 
我 们 只 需 十 明 其 中 的 一 个 ， 上 比如 我 们 征明 后 一 个 极限 ， 
设 y, 是 p (06) 及 gp(b- 8) 中 的 较 大 着 ，Y .是 pg(0) 及 y(b-e) 中 


的 较 小 者 ， 于 是 
J f(a2de i],, ,foriy)dy 


A ff rere 


plb~e) 
f， f(z) dz -ij | fb- etiy)dy 
191 9 
piCbp-e) 
| 
所 以 


| f(z)dz— J f(z)dz 
NO N19] 


=i) “tf(b+iy) ~ f(b-et+iy)dy+iS(e), (12) 
其 中 


ye eb 
so=(| + | )f (briy)dy 
vb dr 


ye Pi-e)y 
-(| + )f (6- e+riy)dy， 
Flip- 了 。 


由 于 太 z) 的 一 致 连续 性 ， 当 s0 时 ，(12) 式 右边 第 一 项 趋 于 雪 ， 
而 当 e->0 时 ， yoo .分别 这 gpg(65),y(5) 为 极限 ， 所 以 > (e) 的 四 个 
积分 均 趋 于 等 ， 于 是 


| f(z)dz 一 > | f(z)dz (ce—>0). 
N1Q) NO 


现在 回 到 定理 2. 利用 有 限 条 平行 于 y 轴 的 辅助 下 线段 把 DD 分 
成 几 个 具有 上 壕 形 状 的 域 吕 《如 图 3-7 分 成 五 个 这 种 特别 形状 的 


QD 除去 很 桂 别 的 情形 外 ， 对 于 通常 遇 到 的 域 D， 这 都 是 可 能 的 ， 关于 定理 2 的 
一 身 竹 证 明 可 参看 普 里 瓦 洛 夫 著 的 * 复 变 冰 数 引 论 ?第 四 章 ， 


-一 84 一 


域 ) ， 若 六 是 帮 z) 沿 第 并 个 域 的 边界 的 正 向 所 取 的 积分 ， 那 
I,。=0 (k=1,2,3,4,5), 


5 
>》 71,=0. 


但 是 ， 沿 这 些 辅助 线段 的 积分 
来 回 取 两 次 ， 所 以 


> 7， 一 上 f(z)dz. 
最 后 就 得 到 


全 f(z)dz=0. 


在 多 连通 域 的 情形 ， 为 了 叙述 与 定理 2 相应 的 定理 ,我 们 需要 
先 作 一 些 说 明 , 设 ?0o,? 了 1,7?,，…,? ,是 n+1 条 可 求 长 Jordan 闭 曲 
线 ，7?1,7,,…,7? ,都 在 ?6 的 内 部 ， 并 且 其 中 的 任意 一 个 都 在 其 他 
的 外 部 ， 于 是 ?Yo;,?1,7,,，…,?, 汇 围 成 一 个 n+ 1 连通 域 万 , D 的 边 
界 7 由 ?7o,?1,…,? 了 ,所 组 成 .我 们 规定 ? 的 正 向 如 下 ， 当 点 沿 ? 运 
动 时 ， 域 DD 总 在 它 的 左边 ,在 这 个 规定 下 ，7?。 是 反 时 针 方 向 ,?， 
《k=1,2,…,n) 是 顺 时 针 方 同 。 如 采 我 们 对 一 条 Jordan 闭 曲 线 规 
定 反 时 针 方 向 为 正 向 (注意 ， 这 可 能 和 7 (1)(a 1 ) 的 参数 t 堆 
加 的 方向 不一致 )， 那 么 7? 的 正 同 对 于 7。(R=1,2,…,n) 来 说 就 
是 负 向 ， : 
定理 3 设 ?o,?1,…,? 了 ,是 n+ 1 条 可 求 长 简单 闭 曲 线 ,? 1,7，， 
“9 ? ,都 在 7 ,的 内 部 ， Ti 9 中 的 每 一 个 都 在 其 他 的 外 
部 ， D 是 ?7o，,?1,…,? ,所 范围 的 域 ,D 的 边界? 由 Y?。， 7 7 所 
组 成 ， 若 画 数 1(z) 在 D 内 解析 ， 在 D 上 连续 ， 则 | 


| f(z)dz=0, 
其 中 积分 是 党 ?的 正 向 取 的 。 


证 明 “我 们 可 以 用 一 
些 辅助 曲线 把 区 域 万分 成 
n+1I 个 由 简单 闭 曲 线 范 
围 的 域 (图 3-8)。 设 也 是 
f(z) 沿 第 k 个 域 的 边界 的 
积分 ( 沿 正 向 取 的 )， 根 据 
定理 2， 


1,=0 
(ER=1， 2 ,n+ 1). 
所 以 
> 7 -0， 
但 是 因为 帮 z) 沿 辅助 线 的 积分 来 回 取 两 次 ， 故 有 


于 = fapaz 


人 
| rzydz=o0. 
有 时， 为 了 方便 起 见 ， 上 式 也 -号 成 
,foda=f, fd adz (13) 
其 中 每 个 积分 都 是 党 反 时 针 方 向 取 的 ， 
特别 地 ， 当 n= 1 时 ， 有 
|, fedz=- fs) a2. (137) 


这 表示 上 帮 z) 沿 yo 和 ?7 :的 积分 可 以 相互 转化 ， 只 要 jz) 在 由 yo， 
? ,所 志 围 的 (二 连通 ) 域 内 是 解析 的 ， 并 且 在 闭 域 上 是 连续 的 . 比 
如 在 上 节 的 例 3 中 ， 若 ?是 任 一 可 求 长 简单 闭 曲 线 ， 其 内 部 包含 
6 点 ， 方 向 是 反 时 针 的 ， 就 有 


| ] dz = 2n1. 


» 之 一 


事实 上 ， 我 们 只 要 在 ?的 内 部 作 以 a 

为 中 心 的 小 圆周 (图 3-9)， 就 立 即 

把 积分 转化 为 1/(z- a) 在 这 个 小 贺 

周 上 的 积分 ， 又 由 Cauchy 定 理 ， 若 3-y 

a 在 ?的 外 部 积分 显然 为 者 ， 所 以 z 
1 dz={ 着 a 在 ?的 内 部 ， 
2nX1 J yz2—0a 0 ， 若 a 在 ?的 外 部 . 

从 定理 3 我 们 还 可 以 看 出 ， 若 f(z) 在 多 连通 域 D 内 解析 ， 则 
f(z) 沿 DD 内 任意 可 求 长 闭 曲 线 的 积分 为 者 的 充 要 条 件 是 ，f (z) 沿 
着 绕 “ 洞 ”的 任意 可 求 长 简单 闭 曲 线 的 积分 为 需 。 以 下 再 举 两 个 例 
子 ， | 

例 1 如 采 阔 数 1(z) 在 0 之 | z 一 a | 之 R 内 解析 ， 

lim(z ~ a)f(z2)= 4, 


(14) 


出 | f(z) dz=2xiA, 


其 中 7(0) =aG+rec，0 委 0 委 2r，0<7yr< 尺 . 
事实 上 ， 迟 /(z)(z2~-a)= Ate(z), e(2)>0 (z->0)。 


f(z)= _A ez) 


| f(z)dz 


| 
~ 一 
ty 
| | 心 
的 
Q. 
N 
叶 
一 一 
和 
的 
1 | 
全 [~ 
Q. 


| 2 dz| < max er7?(0)]--.2xr 
r” Zu 027 r 


-IN max eLrY(0)i1->0 (r->0). 
人 02 


于 是 ， 

f f(z2) dz=2rniA. 
例 2 设 ? 是 一 可 求 长 简单 闭 曲 线 ，a,6 (axeb) 不 在 ?上 ， 求 
积分 z z : | 
-1 dz 

2ni J y (xz~a)(z-60) 
注意 到 - 
1 1/1 1 
(2z—-a)(z-—6) a 
应 用 (14) 式 ， 立 即 得 到 
0， 车 a， 5 同时 在 ?内 部 或 同时 在 ?的 外 部 ， 


一 若 a 在 ?的 内 部 ，8 在 ?的 外 部 ; 


- 一， 若 o 在 ?的 外 部 ，b 在 ?的 内 部 

我 们 宁可 再 采用 得 到 (14) 式 所 

”使 用 的 方法 计算 这 个 积分 ， 因 
为 这 个 方法 具有 普 源 的 意义。 
若 a,b 都 在 ?的 内 部 ， 我 们 在 ? 
内 部 分 别 作 以 a,6 为 中 心 的 小 
圆周 ?yz (图 3-10)， 那 
入 由 (13) 式 得 到 

1 | dz 

27i1J r+, (2z—-a)(z—b) 


图 3-10 z .1 dz 
2Ai vy, (2—a)(z2—- 6) 


由 例 1 第 一 个 积分 等 于 二 二， 第 二 个 积分 为 二 一 ， 所 以 1 =0. 
此 外 ， 也 可 以 条 用 “外 挖 "的 方法 ， 即 考虑 回 周 1 z |= R(R 充 


分 大 )， 使 其 内 部 完全 和 包含， 由 (137) 式 得 
-上 J dz 
2777 {elak (ZZ~ (2-0 " 


在 图 阐 1z1= R 上 


1 了 1 
(z—-a{t2z~b) | O( 去 ;)， 
所 以 


dz 1 加 本 
| =0( 考 ) 0 (RR->+%). 
故 了 = 0， 
样 的 讨论 ， 


2， 变 上 限 积 分 确定 的 西数 


庙 隐 数 1(z) 在 单 连通 域 吕 内 解析 、 由 cauehy 定理 ， f(z) 沿 
了 内 过 20 为 起 
点 ， 届 2z 为 终 点 
的 任 一 可 求 长 曲 
线 的 积分 都 是 相 
同 的 ， 现 在 固定 
zo， 让 z 在 D 内 
变动 ， 办 而 在 D 
内 确定 一 单 值 夯 
数 


网 3-11 


FoD= | Fe)de。 C15) 
wi 


进 z1 是 口内 的 任意 一 点 让 在 z1 的 邻 域 广 (z;30)CD， 对 于 
(2z139) 中 的 任意 一 点 z( 图 3-11)， 


FoD= | fa fo fooder 上 fae 


= F(z)+f fede. 
?1 


右 瘟 从 z1 到 | 之 的 积分 路 径 可 取 为 站 线段 [zl 2Z]， 因此 
F(z) -Fiz)=| ,fae, 


了 (2) Fz) ys) = 1 | Cf CE) ~ zi)3de， 


| 之 一 之 1 > | 9 
因为 帮 (zz) 在 点 zi 连续 ， 所 以 对 于 任 给 se 之 0， 存 在 一 正 数 01 >， 
不 妨 设 6:<6， 使 得 当 | z- zl |IK 6 时 ,| zz) -jzi) <e， 所 
以 当 | z- zl |<<01 时 ， 

F(z)—- F(z1) -f (21) | 


ZI 
< | 1f (6 -f(z1) 11de <e, 
|z 一 z1 | fa ij 


即 严 *(zi)= f(z1)。 因为 zi 是 DD 内 的 任意 点 ， 所 以 在 DD 内 有 
'(z)= f(z)。 综 上 所 波 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 4 ”车 阔 数 有 f(z) 在 单 连 通 域 D 内 解析 ， 则 变 上 限 积 分 确 
定 的 函数 


F(a)= | Fe)de 


在 总 内 解析 ， 上 用 
F(z)= f(z)., (16) 
设 在 域 D 内 给 定 一 解析 函数 f(z)。 车 在 在 D 内 的 解析 函数 
F(z)， 使 得 ‘(2z) = f(z)， 则 称 f(z) 在 D 内 是 f(z) 的 一 个 原画 
数 。 定理 4 表明 ， 对 于 单 连 遂 域 来 说 ， 解 析 画 数 1(z) 的 变 上 限 积 
分 确定 的 落 数 F(z) 就 是 f(z) 的 一 个 原 落 数 . 如 果 G(z) 是 f(z) 的 


上 CC)adc=GCGz)-C(>zi)。 


事实 上 ，G(z) 是 帮 z) 的 原画 数 ， 故 G/(z) = f(z)， 但 由 定理 4， 
F(z2)= 了 (2z)， 所 以 (G(z)-F(z)) ”=0， 由 前 一 章 $2 的 习题 
3，Cr(z)-E(z)= 一 c (常数 )， 从 而 Gz)=F(z)+c， 由 于 
F(z0o)=0， 得 到 c= G(zo)， 所 以 

F(z2)=G(2)- G(z,). 
若 D 是 多 连通 域 ， 画 数 1(2) 在 D 内 解析 ，f(z) 沿 DD 内 的 可 求 长 简 


单 闭 曲 线 ? 的 积分 可 能 不 为 额 ， 因 而 | ”f(C) dc 一 般 说 来 与 z， 


到 z 在 DD 内 的 路 径 有 关 ，/(z) 在 DD 内 就 不 可 能 有 原 砂 数 。 事实 上 ， 
如 果 f(z) 在 D 有 原画 数 让 (z)，7?(1) (a 志 1 志 8B) 是 D 内 从 z, 到 z 的 
曲线 ， 那 么 


6 8 
ff‘c2az=f FO YP Cdt= FH)) 


= FC(Y(B)) -FY(a)) 
与 路 径 无 天 ， 只 与 7?() 的 起 点 zo。 和 终点 > 有关， 这 就 产生 矛盾 . 


如 画 数 f(z) = 一 在 D =C-{0} 内 解析 ， 但 在 D 内 没有 原画 数 . 


设 D 是 单 连 遂 域 ， 阔 数 1(z) 在 D 内 解析 ， 且 f(z) 关 0， 那 么 
一 定 存 在 D 内 的 解析 画 数 g(z)， 使 得 e”‘*) = f(z). 

事实 上 ， 前 面 已 经 指出 过 ， 我 们 将 在 后 面 证 明 ， 由 f(z) 在 D 
内 解析 可 拱 出 f(z) 在 如 内 解析 . 由 于 f(z) 六 0， 政 f(z)/f(z) 
在 关内 解析 .由 定理 4 ， 画 数 


是 站 的 - 的 一 个 原画 数 ，or(z) = pe . 设 b(z) = 凑 芒 ， 


(2z) 在 D 内 解析 ， = 
jz)e” ”一 (z)e” 9p’ (2) 


er”(*) 


_f’(z)e ~ f(z)er .f(z2)/f (2) 


esr(z) 


yp (2) = 


所 以 y(z) =c (常数 )， 即 

f(z)=ce’'’ ”=e”( te', c=Logc. 
由 于 9g(z6) = 0， 所 以 c = f(z,)，c =Logf (2。)， 所 以 我 们 要 求 
的 函数 


0 dE + logf Cz, ) + 2ki (17) 


(kh=0, 士 1, 土 2,…)， 
此 式 表 示 出 多 值 面 数 Logf(z) 的 各 解析 分 支 ， 这 些 分 支 相差 27i 的 
整数 倍 ， 容 易 君 出 满足 e*'“’ = f(z) 的 任 一 画 数 g(z) 也 一 定 可 由 
上 式 表 出 ,事实 上 ， 若 gi1《(z) 满 足 e = f(z)， 则 
9f{(z) = f(z2)/f(2), 
所 以 g1(z) -PP (z) 是 一 常数 ，g1(z)=gp (2z)+c*。 因 为 9 《2z0) 
=0， 所 以 c* = gi1(zo). 又 由 e”*1‘ =f(z)，e* =f(zo)， 所 以 
c* 是 Logf(z。) 中 的 某 一 个 值 . 
因此 ， 如 果 w。 使 得 e*o= 1(zo)， 那 么 函数 


go(z) =wot 人 站 dE 


在 内 解析 ， 上 且 满 足 条 件 
e’0')=f(2), go(20)=wo, 
即 go(z) 是 多 值 孙 数 Logf(z) 的 一 个 解析 分 支 ， H.g0 (20) = wo, 
对 于 任意 的 一 个 复数 4， 我 们 规定 


tf(z)Y*= ecost (te), 
因为 Logf(z) 是 多 值 的 ， 所 以 一 般 说 来 ，[f(z)1: 也 是 多 值 画 数 ， 
D(z2z)=e**0’) 
是 [F(z)14 的 一 个 分 支 。 特别 地 ， 若 万 是 不 包含 点 z = 0 的 单 连通 
域 ， 那 么 上 面 所 说 的 对 于 函数 f(z) = z 也 适用 〈 见 下 面 的 例 3 ) . 
现在 再 回 到 多 连通 域 D， 设 画 数 f(z) 在 DD 内 解析 ， 如 上 所 
述 ， 一 般 来 说 ， 画 数 
F(z=/ f(yde 


不 仅 依 顿 于 > (z。 是 固定 
的 ) ， 还 依赖 于 积分 的 路 
径 ， 因 此 f(z) 是 变 上 限 z 
的 多 值 沙 数 ， 

设 d 是 属于 D 的 任 一 
单 连通 域 ，z1! 是 d 内 的 固 
定点 ， 点 z 在 d 内 变动 ， 厂 
是 d 内 连接 zi 和 z 的 可 求 
长 曲线 (图 3-12)， 由 前 面 
的 讨论 可 知 ， 画 数 


图 3-12 


1(2)= Ed 
在 d 内 是 解析 的 ， 且 1 (z) = f(z). 
在 DD 内 固定 一 连接 zo。 和 2z1 的 可 求 长 曲线 ?。， 浪 虑 菌 数 
(2) = (C6) ae (CE) de. 
9(2) ,1 + 


它 在 d 内 是 单 值 的 ， 且 
gtz)=I(z)+eo, 其 中 co= [f(y de. 


于 是 ，g(z) 是 F(z) 在 d 内 的 一 个 解析 分 支 ，g’(z) = f(2). 
现在 如 果 Y? 1 是 口内 连接 zo 和 z1 的 另 一 可 求 长 有 曲线， 那么 画 数 


gz)= | feder 人 7FGdE= Ia)+en 
| r 


所 以 
= | fwde. 


91(2)= 9g9(2)+cC1~— Cos 


of fde+ | ,flOde. 


7 和 ?1 组 成 万 内 的 一 条 有 闭 曲 线 了， 由 此 可 见 ， 如 果 cl =c。， 即 
三 z) 沿 ?的 积分 为 老 ， 那 么 g,(z) 和 guo(2z) 是 瑟 (z) 的 同一 解析 分 
支 . 反之 ， 则 是 已 (z) 的 不 同 解析 分 支 ， 此 外 ， 如 果 7* 是 D 内 从 
zo 到 z 的 可 求 长 曲线 ， 那 么 


f ,fo0 de 
= | Ode+tf , Cj 人 


-TCD+ 人 CO)dt 
其 中 ?2 是 由 y* 和 厂 -! 组 成 的 、 从 z, 到 z, 的 可 求 长 曲线 . 因此 ,在 
rnt+ | f(2)dt 中 ， 将 7?。 换 成 D 内 连接 从 zo 到 z, 的 一 切 可 能 


的 可 求 长 曲线 ， 便 得 到 正 (z) 在 d 内 的 各 个 单 值 解析 分 六， 这 些 分 
支 彼 此 相差 一 个 常数 ， 它 们 是 f(z) 在 d 内 的 一 切 原 阔 数 ， 并 且 


F(z)= 9(2z) rf f (Cdeé, 


这 里 ?是 D 内 由 zo 到 z, 的 可 求 长 曲线 与 7;' 所 组 成 的 闭 曲 线 . 如 
设 厂 ,(i=1,，2,…, nn 一 1) 是 环绕 n 连通 域 的 第 i 个 “ 润 " 的 可 求 长 


简单 闭 曲 线 ， 方 向 为 正 ( 反 时 对 方向 ), 记 K ,= 上 | f(6) di， 闭 
么 
AGENTNaKatr et Nek 


其 中 让 ,是 7 环 统 第 ; 个 “ 洞 ?的 次 数 ， 反 时 针 方 向 为 正 ， 顺 时 针 方 
向 为 负 ，K ; 称 为 1(z) 在 D 内 的 积分 周期 ， 因此， 在 d 内 多 值 通 
数 请 (z) 的 各 分 文 可 瑟 为 
F(z)=g(2)+NIKI++N, KK.,.i. (18) 

由 六 的 一 组 值 确定 已 (z) 的 一 个 分 支 ， 特 别 地 ， 若 人 = 及 2=… 
= 天 。，=0， 则 在 忆 内 任意 单 连通 域 d 内 有 眉 (z) 是 单 值 画 数 ， 从 而 
有 (z) 在 已 内 是 单 值 的 . 

例 35 设 D 为 C-{01}， 它 是 一 个 二 连通 域 ，f (2z) = 1 /z. 


由 于 [ -= 2i, Ti, 2=roe'', 0 所 1 和 2x， ro 汪 0， 所 以 
1 


上 二 是 多 值 画 数 。 现 在 刀 内 的 一 个 单 连通 域 4，C 上 去 掉 负 


实 轴 剩 下 的 部 分 ， 并 且 取 zo。 = z1=1, 矿 是 d 内 连接 1 到 z 的 可 
求 长 曲线 ， 取 为 从 1 沿 实 轴 到 | z |， 再 沿 贺 弧 至 z( 图 3-13) ,于 是 


过 ] dr 三 1 sf 
sz)- | 二 d=| - + pr re’' ‘idt 
=log|z|+10, -T<C0O<r. 


由 于 KK， =2xi， 所 以 车 ? 是 刀 内 一 条 从 1 到 z 的 可 求 长 曲线 (图 
3-14)， 那么 


图 3-13 图 3-14 


上 呈 -log|lzl+i10+2Rri (19) 
1 


便 是 它 在 d 内 的 各 个 分 支 .前 面 我 们 已 经 知道 这 正 是 多 值 洲 数 Logz 
在 d 内 的 各 个 解析 分 支 ， 因 此 Logz 又 可 以 看 作 是 汞 数 1/2 的 变 上 
限 的 积分 所 确定 的 多 值 商 数 ， 


习 题 
1。 计 算 积 分 
| ., i dz。 
2。 计 算 积分 
{ds (a>0). 


3， 通过 计算 积分 | ，_(z + 二 ) -经 -， 求 下 


2 4 


2 ， (2n~ 1)11 
2 二 和 = ses 
fi COS Gd 27 (2n)11 » 1 1,2,3, 


4。 设 汞 数 1(z) 在 Ro 过 | z | 之 + co 内 解析 ， 且 


lim zf (z)=A, 
试 求证 ， | f(z)dz = 2xi4， 其 中 ， 是 任意 圆周 |z1= RR 


过 尺 , 正 向 ). 
5。 设 郴 数 f(z) 在 带 域 ，0 之 y 过 hh 内 解析 ， 连 续 到 边界 ， 而 
且 当 x 之 土 史 时 ，f(x+iy) 关 于 y (0 委 y 委 用 一 致 地 趋 于 雪 ， 寿 


积分 | “f(x)dx 存 在 , 则 | f(x +ih)dx 也 存在 ， 且 


J (x tih)dxX = {fw ar, 


6。 设 画 数 1(z) 在 圆 | z |<R 内 是 解析 的 , 求 ”fCre'")d9， 


0<r< 之 RR. 
7。 设 画 数 4 在 圆 | z |< 尺 内 调和 ，0<r< 玉 ， 求 证 


u(0) = | ulre'')do. 
275 0 


8 。 计算 | log re'’~aldg, r<ial. 
9。 设 画 数 片 z) 在 0<| z | 之 内 解析 ， 求 证 积分 
{fire'' do 
与 "无 关 ，0<<r< 尺 . 


10. 若 | a [7， 求 | | dz | 


:js |1z-G2 


11， 设 0<r*<1， 证 明 

1 人 

27 0 

12. 设 范 数 1(z),g(2) 在 单 连 通 域 吕 内 解析 ， Z09 之 是 了 内 的 
两 点 ， 证 明 分 部 积分 公式 


re'? rr 
rs | d0- 1—r2" 


人 f(g (ede = AD)g (| - f’(é) ge) de. 
“0 “0 > 0 


13。 证 明 
{ -r= +hn, R=0， 士 1; 士 2，…， 


其 中 ?是 从 0 到 1 且 不 经 过 点 士 ; 的 可 求 长 曲线 ， 


$3 Cauchy 公式 


1，。 Cauchy 公式 


Catuchy 定 理 最 直接 最 重要 的 结果 是 Cauchy 积 分 公式 . 这 一 公 
式 表示 ,一 个 在 域 DD 内 解析 、 在 D 上 连续 的 画 数 1(z)，, 它 在 边界 上 
的 值 决定 了 它 在 DD 内 的 任意 一 点 的 值 ， 

定理 1 设 D 是 可 求 长 简单 闭 曲 线 y 的 内 部 ， 若 责 数 f(z) 在 
万 内 解析 、 在 万 上 连续 ， 则 

1) 在 万 内 有 


f(2) = 2 人- A des (20) 
2) f(z) 在 DD 内 有 各 级 导数 ， 且 在 D 内 有 


fi (2) = 2 | rs -dé (=12 0)。 (21) 


— 2)" 


证 明 ” 设 z, 为 域内 任意 一 点 ， 我 们 以 点 zo 为 中 心 ,* 为 年 径 
在 DD 内 作 一 小 圆周 c, ， 其 内 部 属于 D。 设 D: 是 由 y 和 c; 所 围 成 的 


域 .显然 ， 画 数 -从 2 在 D1 内 解析 ,在 万 上 连续 . 由 上 池 定理 3 


1 fa se | fa dz 
7 之 一 0 cr 人 220 
由 于 lim (zz) 二线 =f(z0o) 以 及 上 节 的 例 1， 


| , LD de = 2rif (zo). 
所 以 
f (2) dz 


5 7 之 一 QI 


f (2z0) = = 


因为 zo 是 DD 内 任意 一 点 ， 所 以 (20) 式 在 DD 内 成 并 . 
现在 来 证 明 (21) 式 ， 先 证 当 n = 1 时 ，(21) 式 成 立 ， 设 zo 是 D 
内 任意 一 点 ， 由 (20) 式 
foz)- 10z) = (4 -a 


91 6 一 之 CE— Zo 


27 20 f (6) —_d 
2xi | 二 = (£ — Zz0) 5， 


ff 1 | f(t) ye 


之 一 之 0 2 y (CE 一 2Z0) 7 


一 | : f (6) dE. 


271 y(€— 2) (6—20)° 
因此 要 征明 
li ZZ— 0 2 7 4 一 Zz0)? 6， 


， f 6) , , 
只 要 证 明 [ -05 一 二 (Js 在 点 aa 的 邻 域内 是 有 界 的 


为 此 设 放 是 |f(z)| 在 y 上 
的 上 界 ，| f(z) I<M, 设 
点 zo 到 ?的 距离 为 d( 之 0)， 
16-zo| 之 dd， “和 7， 假 右 


5-- )， 则 对 于 


zE V( Zo 


6Ey， 有 【图 3-15) 
16—22| 

=| (€~-20)-(2- 20) | 
>|16-z|-|2-20|| 


=1¢-21-|z-20|>d- 


图 3-15 


所 以 
一 99 一 


FE) M ,2ML 
| (6 ~—2)(6— 20) ED 4d “= 
其 中 工 是 ? 的 长 度 ， 所 以 


, __1 fC¢) 
i (20) = 27n1 | (CE 一 20)2 de. 


因为 zo 是 D 内 任意 一 点 ， 所 以 ， 当 n= 1 时 ，(21) 式 在 D 内 成 立 ，。 
设 (21) 式 当 2=R 时 有 


(8) _ _k! f/f(6) z 
上 "(2) = 2rx ,Ea mre 


要 证 当 *=R+1 时 ，(21) 式 也 成 立 ， 即 要 证 
(+ _ (hk+1)! f(6) 
fo (2) 2n1 / de. 


v (~ 2)*+2 
若 设 : 
jw ff ff) 
g,(2) = 一 全 | 二 2 de, 
我 们 只 要 还 
gi(2) = gs,+1(2) 
在 了 内 成 立 ， 
设 zo 是 D 内 任意 一 点 ， 芳 虑 
~ = 1 
9 gz) 7 {eb -jc 
Rl(2— 20)_ f OH, 
2 | ,ea rd 


其 中 H,=H, (£2) = TE 2 (6- 2z) ，。 


i=0 


On(2)— I (20) 


Zo 


og, :1 (Zo) 
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Hi(E-z0) (kh+D (C2) 
2xi ,702 (CE— 2)"°1(E — 20)**? de. 
注意 到 HHH,(E,2z0) = (Rt+1)(F ~ 20)*, 所 以 
Hi(C,2)(E6~20)—- (Rt+1)(C -2)**1= (2 ~ 20)Q, (6,2), 
其 中 Q,(L,z) 是 关于 6 ,z 的 多 项 式 , 于 是 
Qn(2)— gq9,(Z0) 
之 一 Zn 
_ kil(z— zo0) f(6)Q, (CE,2) 
， ph MG | CE aE a de 
因此 ， 我 们 只 要 证 明 上 式 右 端的 积分 在 点 z。 的 邻 域内 是 有 界 的 . 
显然 由 于 D 是 简单 闭 曲 线 的 内 部 ， 因 而 是 有 界 的 , 当 E E€7，zED 
时 ， 多 项 式 Q, (6,z) 是 有 界 的 
| Q (5,2) | 委 M (只 依 顿 于 外 的 常数 ) 。 


一 ON :+1(20) 


和 上 面 一 样 ， 当 zEV (zo -4-)， LEY 时 ， 有 
1£-z[29, 
所 以 
fe)Q, ,2) MM,L 
上 (EC—~2)**1(6— 20)**? es ee 全 
于 是 得 到 
lim gi(2)— gi(20) -ga 


Zo 
0 


局 一 之 0 

94(zo) = 9ky1(zo)。 

因 z, 是 D 内 任意 一 点 ， 所 以 在 D 内 g!(z) = gs (2z). 定理 证 毕 ， 
定理 2 设 D 是 由 可 求 长 简单 闭 曲 线 yo 7 ?了 ,所 围 成 的 


域 ， Piygp29 gs 全 在 Yo 的 内 部 ， la ; 72，… 7, 中 的 每 一 个 都 在 其 
—101— 


他 的 外 部 ， 刀 的 边界 ? 是 由 ?Yo,?1,…,Y，, 所 组 成 . 若 画 数 f(z) 在 
刀 内 解析 ， 在 九 上 连续 ， 则 在 万 内 


= £8) 了 Ce) ge, | (22) 


f(z) 在 DD 内 有 各 阶 导数 ， 且 在 DD 内 


f (2) = 一 -一 


2 Tt 


f'""(z2)= pi ,rt dé (n=1,2,.…). (23) 


定理 2 的 证 明 与 定理 1 的 证 明 完 全 一 样 . 
定理 3 若 画 数 太 z) 在 域 刀 内 解析 ， 则 j/(z) 在 万 内 有 各 阶 导 
数 . 

-证明 设 zo 是 万 内 任 一 点 。 以 zo 为 中 心 作 一 小 圆周 7”， 使 ?及 
其 内 部 属于 九 . 由 定理 1 ，f(2z) 在 7 的 内 部 有 各 阶 导数 ，zo 是 吕 
内 任意 一 点 ， 所 以 1(z) 在 D 内 有 各 阶 导数 . 

这 个 定理 表明 我 们 鲁 经 多 次 提 到 的 事实 ， 域 内 的 解析 画 数 ， 
其 导 画 数 仍然 是 解析 画 数 ， 

例 1 设 ? 是 一 可 求 长 简单 闭 曲 线 ，a 在 ?的 内 部 ， 由 Cauchy 
公式 ， 我 们 再 次 得 到 (f(z) 二 1) 


1 _ 
py ry 之 一 4 dz=1, 
例 2 计算 积分 
1 dz 


pp r(zs—1)(z— jz， 
其 中 7 (1)=2e'' (0<1<27)， 
作 一 个 大 圆周 全 , | z |= R, R 
之 3 (图 3 -16)。 由 定理 2 ， 


1 d2z 1 dz 
2A1 J rm1)C2—3) 2niy vy-1(24—1)(2— 23) 
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一 27 


:=3 1600 


(si) 
-二 


27 1 ] dz 
1600 ni (zt 1)(z 一 3)2 


1 LDL 
C0 站 ); 


dz i 
| cs 0( Rs )>' (RY +%), 


所 以 


_ 27 
“= 1600 “ 


9. Morera 定理 与 Liouville 定理 


由 定理 3 我 们 可 以 得 到 Cauchy 定理 的 逆 定 理 ， / 

定理 4 (Morera) 若 函 数 f(z) 在 域 吕 内 连续 ， 且 沿 D 内 的 
任意 一 条 可 求 长 闲 曲线 的 积分 为 寺 ， 则 f(z) 在 D 内 解析 ， 

证 明 设 z, 是 DD 内 一 辕 定点 . 由 假设 可 得 ， 变 上 限 的 积分 


f° feat z€D 


丛 定 一 单 值 画 数 亚 (z)、 重复 前 一 节 定 理 4 的 和 证明， 可 得 到 二 (z) 
在 如 内 解析 ， 且 下‘(z) = f(z)。 由 定理 3 可 知 ，f(z) 在 DD 内 解析 ， 

注意 ，1) 在 单 连通 域 的 情形 下 ， 沿 如 内 任意 可 求 长 闭 曲 线 的 
积分 为 才 的 条 件 ， 可 改 为 沿 D 内 的 任意 三 角形 的 积分 为 下 ,事实 
上 ， 由 这 一 条 件 可 推出 党 DD 内 的 任意 闭 折线 的 积分 为 看， 再 由 前 
一 节 的 引 理 ，f(z) 小 D 内 的 任意 可 求 长 闭 曲 线 的 积分 为 雪 。 
2) 在 多 连通 域 的 情形 下 ， 只 楼 求 沿 属 于 DD 的 单 连 通 域 内 的 可 求 长 
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闭 曲 线 7 的 积分 为 零 ， 
定理 5 若 画 数 1(2) 在 贺 1z -a|<R 内 解析 ， 并且 | f(z)| 
由， 则 


人 


| "(a) {< (n=1,2,.…), (24) 


这 个 不 等 式 称 为 Cauchy 不 等 式 ， 
证 明 ” 设 ? 是 贺 周 | z~al|=r (0 之 rz 之 R)。. 由 (21) 式 


f'"'(a)= ?1 人 i dé (n=1,2,.…), 


of 

所 以 
fo le | Tl del 
即 
9 )》 nl Ad 

[|f! (a) | rk 
今 r*~ 尺 得 到 

[fi 0) |e -2 


定理 6 (Liouville) 若 画 数 上 扩 z) 在 有 穷 不 面 C 上 上 解析, 生 有 
界 ， 则 f(z) 必 为 一 常数 。 ， 
-证明 天 zo 是 任 一 复数 ， 考虑 圆周 1>z- zo|1= 尺 .由 假定 存在 
常数 族 ， 使 对 一 切 z， 有 | f(z) |j 委 M. 根据 Cauchy 不 等 式 (24)， 


| f’'(2z0) < 


今 玉 > + ce， 得 到 f (zo) = 0. 由 zo 是 任意 的 ， 所 以 对 于 一 切 z， 
f(z)=0， 故 f(z2) 是 一 常数 ， 
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5. 最 大 模 原理 与 Schwarz 引 理 
定理 7 ” 若 函 数 思 z) 在 圆 | z ~a|< 之 R 内 解析 ， 则 


2 
Fo- 过 -| jarre'o)dbg， 0<r<R. (C25) 
站 


证 明 设 Y， z=atre'? (0 委 0 委 2z). 由 Cauchy 公式 


1 f(z) 


2Z—0 


2 3 i 


中 
-一 1 27 i# 
f (4) = - 二 f(a+re'!)do. 


这 个 公式 称 为 平均 值 公式 ， 它 表示 f(z) 在 圆心 的 值 等 于 它 在 图 
周 上 的 积分 平均 值 . 下 面 我 们 根据 平均 值 公式 导出 最 大 模 原 理 。 
定理 8 〈 最 大 模 原理 ) 若 函 数 /z) 在 域 万 内 解析 ,并且 不 为 
常数 ， 则 | f(z) | 在 D 内 取 不 到 最 大 值 . 
证 明 设 MM = sup| f(z) |. 若 他 = +co， 则 定理 显然 成 立 . 


假定 凡是 有 穷 的 。 因 /(z) 不 是 常数 ， 而 M >0( 在 相反 的 情况 下 ， 
f(z) =0)， 所 以 0CM<+co,. 下 面 我 们 用 反 证 法 证 明定 理 。 若 
在 D 内 存在 一 点 a， 使 得 | f(a) | = MM ,在 如 内 取 一 个 以 a 为 中 心 ， 
7 为 个 径 的 小 圆 C，、 使 这 个 小 加 及 其 边界 都 属于 D， 由 平均 值 公式 
f(a) -二 -| /erre' Da0， 
从 而 
| fo) |=M < 二 | [f(atre:®) lag. 
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因 对 了 DD 内 的 一 切 z 有 |f(z)| 二 MM， 特别 地 ， 在 圆周 lz -a1=r 上 ， 
有 |f(a+re'*)|M. 但 |f(at+re'*)| 是 9 的 连续 画 数 ， 所 以 若 
在 09= 多 处 ，| f(at+ re' 0)|< 之 MM， 则 在 860-6<t<00+90， 
有 | f(atre'') |<<M。. 于 是 


M =| f(a) < 二 | ,| flatre's)| do 
2 元 0 


= a7 | lf +yreie) jadg 
一 pe 9 a re 


1 0 一 4 6 
+ | | f(arre'’) 1dg 
0 


1 f2" ， 
十- 1， f(a+re'*) |dg 


< 一 {M .26+ M (2x -26)}=M. 


这 就 得 出 矛盾 。 所 以 在 圆周 jz- al =r 上 |f(z)|=M. 因为 > 是 
任意 的 (只 要 适当 小 )， 故 在 圆 | z-al<r 上 |f(z)|=M. 

现在 来 证 明 对 DD 内 的 任 一 点 568， 有 | f(b) |= M。. 用 D 内 一 折 
线 P 连 接 a 和 b. 设 d 是 P 与 D 的 边界 的 忠 离 . 在 已 上 取 点 zo = Gy zl， 
zs，…，Za=b, 使 得 相 邻 两 点 间 的 距离 之 p 之 d， 以 这 n+1 个 点 为 
中 心 ，p 为 秆 径 作 圆 Co,Ci,Cs,…,C,, 显 然 这 n+ 1 个 贺 属 于 也 ， 
且 后 一 个 贺 的 圆心 在 前 一 个 圆 内 (图 3-17) . 

我 们 已 经 征明 在 圆 Co 内 ，|] f(z) = MM ,因为 点 zi 在 C6 内 ， 
所 以 |f(z1) 1= M .于 是 根据 以 上 的 结果 在 C1 内 , | f(z)|1=M. 
因 点 zs 在 Ci 内， 所 以 | f(zs) |= MM， 如 此 继续 下 去 ， 最 后 得 到 
| f(b5) |=M .于 是 在 D 内 | f(z) |= M , 根据 第 二 章 $ 2 的 习题 4， 
帮 (z) 在 刀 内 为 常数 ， 这 与 假定 矛盾 . 定理 证 毕 . 

假如 D 是 有 界 域 ， 那 么 DD 是 有 界 闭 域 . 若 f(z) 在 DD 内 解析 ， 
在 D 上 活 续 ， 则 | f(z)| 在 DD 上 达到 最 大 值 ， 因 此 有 下 面 的 推论 ， 
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推论 ” 若 画 数 (z) 在 有 界 域 DD 内 解析 ， 在 闭 域 D 上 连续 ， 并 
且 不 为 常数 ， 则 j f(z) | 只 能 在 D 的 边界 9D 上 达到 最 大 值 ， 
作为 最 大 模 的 一 个 应 用 ， 我 们 下 面 证 明 Schwarz 引 理 . 
Schwarz 引 理 ” 若 藩 数 1(z) 在 圆 | z | 之 1 内 解析 ， 且 满足 条 
件 1(0)=0, | f(z) | 委 1， 那 么 ， 在 圆 | z | 之 1 内 必 有 
[f(z2) |<| z | (26) 
县 
| fj (00) li. (27) 
如 果 (27) 式 等 号 成 立 ， 或 在 圆 |z | 之 1 内 一 点 zo 站 0 处 (26) 式 等 号 
成 立 ， 则 
f(z)=e'’z, 
其 中 a 是 一 实 常 数 ， 
证 明 舍 


(Zz) 
gp(2)= (2, 当 z 半 0， 
f (0), 当 z = 0， 
9p(z) 在 贺 环 0<| z |<1 内 解析 .因为 
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(2) -1(0) pio0) = op(0). 


lim p(z) = lim 
z30 2 -人 2Z—0 


所 以 gp(z) 在 圆 | z | 之 1 内 连续 .现在 我 们 征明 2(z) 在 圆 内 是 解析 
的 .根据 Morera 定 理 ， 我 们 只 要 证 明 p(z) 沿 网 | z |<1 内 的 任意 
三 角形 7 了 = [ac] 的 积分 为 雪 . 显然 若 点 z= 0 不 在 1 的 内 部 ， 因 


9 (z) 在 0<| z |<1 内 解析 ， 由 Cauchy 定理 得 到 | 9(z)dz= 0 
若 点 z = 0 在 T 上 ， 则 由 于 p(z) 在 T 的 内 部 解析 ， 且 连续 到 边界 ， 
根据 § 1 的 定理 2， 有 | op(z)dz= 0 若 点 z = 0 在 7 的 内 部 , 我 们 


可 以 通过 作 一 些 辅助 线 的 方法 ， 将 
它 化 为 上 面 考虑 过 的 情形 ， 同 样 得 


到 | op(z)dz =0( 图 3-18). 干 是 由 


Morera 定 理 ，gp(z) 在 同 |z |<< 1 内 
解析 .在 圆周 |z |= r<1 上 ， 


3-18 | (2) =| 2 < 二 
z r 


由 最 大 模 原 理 这 个 等 式 在 | z | 委 r 内 成 立 ， 仿 r>1， 得 到 | wp(z) | 
< 委 1， 因 而 有 (26) 及 (27) 式 . 

若 存在 一 点 zo(zoss0)， 使 | jzo) 1=|zo|， 即 | 2(zo)| =1， 
或 者 若 j 大 (0) |=1， 即 1p(0) 1=1， 则 按照 最 大 模 原理 |p(z) |== 
1， 故 9(2) 为 一 常数 ，gp (2z) = e'" ,a 为 实 常 数 ， 即 f(z) = ez， 

Schwarz3| 理 表明 ， 若 在 单位 圆 内 解析 的 沙 数 f(z)，f(0) = 
0, | f(z) | 委 1， 那 么 z 的 象 到 原点 的 距离 比 z 到 原点 的 距离 近 
(图 3 -19) 。 如果 有 一 点 使 得 这 两 者 相等 ， 那 么 f(z) 就 是 一 个 旋 
转轴 照 。 
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1. 计算 下 列 积分 


J 


多 
2Z2 二 1 


sin 4 
一 一 一 一 一 q 
(2) | 2+y2=2x 2 一 1 3 


(3) | 


(4) f 
1 zi 三 


(5) | 4 当 上 一 


< dzy 


2=2y (1] 十 22)2 


5 qz; 


1 1+2z 


Td? (a>1); 


a 


一 109 一 


dz 
(6) | i (z2+1)(z2:+4) 


2， 计 算 积分 


dz 
D | ,,., ZT 
(1) 1 z | 2 25 二 ] 


1 
C2) 1. . ZI) 


qz _ 
(3) | ，_，。 二 一 后，01b 不 在 贺 周 |z| = R 上 ， 
1 为 正 整数 ， 

3。 计算 积分 
| z dz (2 ) | | dz | 

fei=2 zl=2? 2 一 ] 
(3) | -全 2) go, | zo le1, 0ChEn, 

li=1 之 一 Z0 


凡人 2) 一 Go+GI2Z 十 … 十 G2 


、 1 al 
4. 设 p， (2) on 了 2 


2z2-1)]3 是 Legendre 多 项 
式 , 征明 
(£2—1)" 
PC = a), Td 


其 中 7? 是 其 内 部 包含 点 z 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 。 
5。 《外 部 Cauchy 公式 ) 设 ? 是 可 求 长 简单 六 曲线 ， 其 内 部 
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为 域 Di， 外 部 为 域 DD。. 函数 太 z) 在 已 :内 解析 ， 从 Z 内 逐 续 到 ?》， 
并 且 
lim f(z)=A 
求证 
1 , f0) de = 人 2E 7， 
27i y C2 之 A, zED'. 
6。 若 Y，f(z) 满 足 上 题 中 的 条 件 ， 且 原点 属于 D1:， 则 


1 -2 zf (€) de -人 ZE 0,, 
271 Cz- zED,, 

7， 设 东 数 1(z) 在 有 穷 平面 C 上 解析 ， 且 当 z 玉 oo 时 , | f(z)| 
= OU z 1*)，k 是 一 正 数 , 证 明 f(z) 是 一 个 次 数 蕊 & 的 多 项 式 . 

8。 试用 Liouville 定 理 证 明代 数 基 术 定理 . 

9。 设 画 数 1(z) 在 | z | 之 R 内 解析 ，M (r)= ,max | f(z)1， 


r<< 尺 . 证 明 M Or) 是 增 函 数 。 

10。 试 用 最 大 模 原 理 证 明代 数 基本 定理 ， 

LL。 设 画 数 f(z) 在 有 界 域 DD 内 解析 ， 在 闭 域 D 上 连续 ， 并 
且 f(z) 半 0。 和 证明， 如 果 在 DD 的 边界 上 | f(z)|= MM (常数 )， 则 
f(z)= Me'“,a 是 实 常数 . 

12。 设 历数 1(z) 在 C 上 解析 ， 且 有 界 ， 求 极限 


lim jz) dz， ,5 是 常数 ， 


RA% | * 1=R (2- a)(z— b) 


由 此 得 到 Liouville 定理 的 男 一 开明， 
13。 证 明 ， 若 画 数 f(z) 在 单位 加 | z | 之 1 内 解析 ， 并 且 


|< 于 i 4z1<D, 则 对 于 0 <r<1, 有 


{tn} < 一 。 
ff [Si 
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特别 地 ， 取 r = -一 - ， 得 到 


| 广 ” (0) nt D1 (1+i) Se(n+1D1 n=1,2,.… 


14。 设 画 数 f(z) 在 单位 圆 | z | 之 1 内 解析 ， 且 f(0) = 0, 证 明 
函数 
1 (2) 9 Zas0， 
0D(2Z) = 2 
ff’(0), z=0 


在 点 z = 0 可 导 ， 且 p/(0) = zf"(0). 


15。 设 函数 p(5) 在 可 求 长 曲线 YY 上 连续 ,证 明 ， 画 数 (Cauchy 
型 积分 》 


Bz)= 1 { -2C) ge 


29x11 J »y CE-—2 


在 不 包含 ?上 的 点 的 任意 域 D 内 是 解析 的 ， 兰 且 . 


Dl (2) = ,7 rd, 1 二 T 23。 


16. 没 帮 zz) 在 0<| z -a|<R 内 解析 ， lim(z~ a)f(2)=0. 
证 明 在 0 过 | z -a | 之 r 之 RR 内 


f(E) 
jn- & 一 Fd: 
17. 设 画 数 1(z) 在 0 过 | z -a | 之 R 内 解析 ， 且 f(z) 在 点 2 =a 
外 连续， 证 明 f(z) 在 加 |z-a|<R 内 解析 ， : 
18。 藻 函数/(z) 在 圆 | z ~ a |<<R 内 解析 , 则 对 于 任意 正 整 数 
在 |z-a|< 之 R 内 存在 解析 画 数 1,(z)， 使 得 
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~ 


说 


此 
f(z2) = f(o) + (2-0) 十 [sa) 


(n=-} 
19。 设 页 数 f(z) 在 圆 | =z-a | 之 R 内 解析 ， 证明; (1) 若 对 一 
切 正 整 数 x 有 ff‘ (a) = 0， 则 f(z) 必 是 一 常数 ，(2) 若 f(z) 不 是 
常数 ， 则 存在 正 整数 m， 使 得 f(a) 妆 0; (3) 若 f(a)= f(a) 
= 了)=0，f'(a) 半 0， 则 称 a 是 f(z) 的 m 级 ( 阶 ) 
替 点 .车 a 是 f(z) 的 mn 级 雪 点 ， 则 f(z)=(z-a)"f1(z)， 画 数 


十 《2z 一 G)" -+(2 一 a)" 丰 (0z)。 


f(z) 在 圆 1 z- al<R 内 解析 ， 有 fia) = 大 一 (9 


20、 设 画 数 f(z) 在 有 界 域 D 内 解析 ,不 为 常数 ， 在 D 上 活 续 ， 
若 f (2) 半 0， 
m= inf |f(2)1, M= sup | f(z)), 


则 在 人 内，m<| f(z) |<M. 
21。 若 非常 数 画 数 1(z) 在 1 之 | z | 人 <%w 解 析 , 在 i 志 |z|<% 
连续 ， 且 lim f(z) 存在 (有 穷 )， 则 


(1) 1 f(z) | 仅 在 z 1= 1 上 达到 最 大 和 值 ， 
(2) Mr) = max | f(z2) | 是 + 的 严格 递减 丙 数 ， 


22。 大 pp,(z) 是 nn 次 多 项 式 ， 当 | z |<1 时 ,| p.(z) [<M ， 
则 当 1 委 | z | 之 + co 时 ，| p,(2) [MI| 2z1". 
23. (Hadamard 三 圆 定理 ) 若 邦 数 片 z) 在 贺 环 rt < z |<<7z 内 
解析 ， 在 闭 贺 环 r1 志 | z | 委 上 连续 ， 
M(r)= max | f(z)| 《rs 和 rs< 委 rz)。 


则 logM (7r) 是 log 的 凸 范 数 ， 即 
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logr, — logr logr — logr! 
logM (r) < ogy TO log M (ri ) + Togr, logrr logM ra) 。 


提示 : 考虑 在 沿 千 径 割 开 的 圆 环 内 画 数 2" f(z) 的 一 个 解析 
分 支 ， 其 中 是 待定 的 实 常数 . 

24。 设 函数 f(z) 在 圆 | z 1< 民 内 解析 ， 并 且 | f(z) | 所 M， 
f(0) =0， 证 明 


f(z) 攻关 -1zh < 也 


其 中 等 号 仅 当 f(z) = 和 e'*z (a 为 实数 ) 时 让 成 立 . 


25。 设 画 数 f(z) 在 圆 | z |< 1 内 解析 ，Ref(z)> 0，f(0) 
= Qa>0。, 证 明 


2 <|z|, |f’(0) | 委 2a 


26 ， 设 而 数 1(z) 在 圆 | z | 之 1 内 解析 ，f(0)=0. Rej(z) 委 4 
(4>>0) ,证 明 


| f(z) < 24z|. 
1—-|12z| 


27， 设 画 数 (2) = u(z)+iv(2) 在 圆 | > | 之 R 内 解析 , 在 闭 圆 
| z | 上 连续 ， 证 明 
2f1 (5) Je 
| 和 0 121<R 


(2) f(z)= 


人 《有一 | z 1)f (6) 
= CR ea ye [zz 区 并 


2 


'“ 二 2 ,9p , 
(3) 1 (0) = | -2 - ul( he’'” )dgp + 1v(0), 
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| z |< 天 


(4) u(2z)= 二 Re( 了 Fete )u Re' dy 
(证 一 
(5) 双 若 在 圆周 | z1= 尺 上 xz) 关 0， 则 
-| > | -一 R+|2| 
4(0)- 2 Flz [从 UZ)EB oT! 到 | u(0). 


28。 设 画 数 f(z) 在 圆 | z | 之 R 内 解析 ， 在 闭 贺 | z 上 委 及 上 连 
续 ， 并 且 在 | z |= RR 上，f(z) 六 0，f(z) 在 加 | z | 之 RR 内 的 零点 是 
Qi， as，…，G。【〔( 几 级 就 算 几 个 )， 证 明 在 加 | zj] 之 RR 内 有 


log| f(z)|=-— > log 


Ra2 ] 
> 
1 2 ,9 (Se Re tz) 
_ R 
+ log| f (Re'®) | (Der dg 
特别 地 ， 若 1(0) 六 0, 则 


log | f(0) |= - log [7 + log|f (Re'”)ldg. 


若 z = 0 是 f(z) 的 m 级 才 点 ， 则 
log | 
m! 


+mlogR 


3 1 27 . 

二 l | 1 更 

og (下 a, | )+ 27 | 5 CA ) d9， 
其 中 a ,是 fz) 的 雾 点 ， dad. 0. 


提示 ， 著 虑 F(z) = f(z) J -2 ， 并 注意 到 当 | z| 


| AR*- dad.2 
一 相 _ 一 一 一 
由 ,| R(z— a.) 
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第 四 章 ”解析 西数 的 级 数 展 式 


这 一 章 ， 我 们 从 解析 琐 数 的 Cauchy 公式 这 一 积 分 表达 式 出 
发 ， 给 出 解析 画 数 的 级 数 表示 一 Taylor 级 数 和 Laurent 级 数 ， 然 
后 ， 以 级 数 为 工具 ， 人 研究 解析 画 数 在 奇 点 附近 的 性 质 . 


31 痕 数 项 级 数 . Weierstrass 定 理 


1， 级 数 的 一 般 概念 与 基本 性 质 
设 z,EC (n=1,2,..*) ， 我 们 称 级 数 


De z (1) 
是 收敛 的 , 如果 它 的 部 分 和 9 .= > ,zx 收敛 到 点 zvuEC。. 称 z。 为 


级 数 (1) 的 和 , 记 作 ze= 》jz,。 否则 ， 称 级 数 (1) 是 发 散 的 ， 


若 级 数 (1) 收 敛 ， 显 然 ， 这 时 5 ,是 Cauehy 序列 .反之 ， 若 (1) 
的 部 分 和 序列 S ,是 Cauchy 序 列 ， 则 S ,是 收敛 的 〈 第 二 章 81) ， 
因此 级 数 (1) 是 收敛 的 。 为 便于 今后 应 用 ， 我 们 把 它 写 成 下 面 的 形 
去 ,， 

级 数 (1) 收 敛 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任 给 se> 0 ， 存 在 正 整 数 
N， 使 得 当 n 宇 NN，p 宇 1 时 ， 


| zu+i+2or2 十 … 十 Zuorfp| <e。 
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特别 地 ， 若 级 数 2z, 收 你 ， 则 limz, = 0， 即 收敛 级 数 的 一 般 
项 站 于 雪 
若 级 数 > | z。 | 收敛， 则 称 级 数 2_z, 绝 对 收敛 . 显然 ， 绝 


对 收敛 的 级 数 一 定 收敛. 
- 设 在 入 44F=C 上 欠 合 定 画 数 序列 1 ,(2) (n=1,2,…)。 若 对 于 4 


fe) f+ fe) + +f.(2)+.. (2) 
收 伍 ， 则 称 羡 数 项 级 数 (2) 在 A4 上 收 化 ， 其 和 沙 数 为 f《z)， 记 作 
f(2) = Df,z). 
n=1 


我 们 称 于 /。 (z) 在 4 上 一 致 收敛 到 f(z)， 如 果 对 任 给 e> 0,， 


存在 一 正 整 数 N， 使 得 当 n 宇 和 时， 不 等 式 z 
| f(z2z)-S,.(2) <e (3 ) 


在 4 上 成 立 ， 其 中 S$,(z)= fz). 


若 》,f,(z) 在 4 上 一 致 收 全 到 f(z)， 按 定义 , 对 任 给 e 之 0， 
存在 正 整 数 N， 使 得 当 n 之 入 时 ， 不 等 式 


1S.(2) -1(2) I< 
1S， (0z)- f(z) < (p21) 
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| S ,+5(2)-S,.(2) |<e (4) 
在 4 上 成 立 ， 反 之， 若 (4) 式 成 立 , 那么 显然 级 数 (2) 在 4 上 收敛 ， 
现在 全 p> + oe， 得 到 当 n 之 入 时 ， 
| f(z)-S,(z) |<e 
在 4 上 成 立 ， 所 以 2jf,(z) 在 4 上 一 致 收敛 到 f(z)。 
因此 ， 级 数 (2) 在 4 上 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任 
给 zs 之 0 ， 存 在 正 整数 六 ， 使 得 当 " 盖 N，b 过 1 时 ， 不 等 式 
| ICz)+ 了 ai(z) 士 … 十 了 (2z)| <e (5) 


在 人 4 上 成 立 . 
Weierstrass M -和 折 别 法 ” 若 画 数 序 列 f,(z) 在 集 4 上 定义 ， 


# 且 | f,(2) | M,Cn=1,2,.……), 而 正 项 级 数 2_ MH , 收 化， 则 


级 数 y j/.(z) 在 4 上 一 致 收敛 ， 


证 明 ”因为 对 于 4 中 所 有 的 > 有 
fa+1(2) +f,+2(2) 十 + fro(2) | 
<M +M +T+MH， 


以 及 > 诸 。 收 敛 ， 所 以 对 于 任 给 se> 0， 存 在 正 整 数 N， 使 得 当 
1 之 八 ， p 之 1 时 ， 不 等 式 
| fori(2)+ +f ,+p(2) | 
Mr +.%…+M,,,<e 
在 4 上 成 立 ， 由 上 壕 一 致 收敛 的 充 楼 条件，2_,f.(z) 在 4 上 一 - 致 
收敛， 
定理 1 若 f ,(z)(n=1,2,…) 在 集 4 上 活 续 , 级 数 jf,(2) 
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在 4 上 一致 收 伍 到 画 数 六 >z)， 则 />) 在 4 上 连续 ， 
证 明 设 z, 是 4 的 任意 一 点 .因为 汪 f,(z) 在 4 上 一 致 收敛 


到 f(z)， 所 以 对 任 给 之 0， 存在 正 整 数 NV， 使 得 当 mn 之 NN 时 ， 
1 f(z)-S,(z)|<e /4 在 4 上 成 立 ， 又 由 于 f,(z) 在 点 zo 连续 ， 


Sn(z)= 2 f(z) 在 点 z0 连 续 ， 所 以 ， 存 在 6> 0， 使 得 当 zE€ 


s= 1 


V (zo O)NA 时 ,， | Sn(z)- Sn(z0) | 和 2/2。 于 是 ， 当 2z€ 
V(zo30) NA 时 ， 


| f(z2)- f(z0) | 
| f(z2)- Sz) |+| Sy(2)- Sv(z20) | 
+ |f(20)~ Sn(20) [< + + 


2 


故 f(z) 在 点 zo 连续，z。 是 4 的 任意 一 点 ， 所 以 f(z) 在 4 上 连 
续 ， 定 理 证 毕 . - 
定理 2 若 ,(z)(n=1,2,…) 在 可 求 长 有 曲线 ?上 连续 ， 级 


数 忆 f,(z) 在 上 一 致 收敛 到 画 数 1(z)， 则 
人 fodz= Tf fdz. (6) 
(6) 式 吉明 f,(2) 可 以 沿 y 逐 项 积分 


证 明 ”由 定理 1，f(2) 在 p 上 连续 . 因为 2_,f,(2) 在 了 上 一 致 


收 化 到 f(z)， 所 以 对 任 给 e> 0 ， 存 在 正 整数 W， 使 得当">W 
时 ， 
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< 工 


z | y f(z) -f(z) 
k=1 


在 ?上 成 立 ， 其 中 上 是 ?的 长 度 . 


] fide {fa)d 


-| {Ef -fa <e, 
名 

{fred ,fd 
定理 证 毕 。 | 


2。 Weierstrass 定 理 


进 f ,(2z) (n=1,2,.…) 在 域 DD 内 定义 ， 若 2 ff,(2z) 在 属于 


D 内 的 任意 一 个 有 界 闭 域 了 上 一 致 收 伊 ， 则 称 级 数 于 了,(z) 在 
DD 内 闭 一 致 收敛 ， : 
: 显然 ， 阁 对 f(z) 在 域 有 内 闭 一 至 收 贫 ， 那 么 民 (2 在 
站 内 每 一 点 都 是 收敛 的 ， 但 是 不 一 定 在 万 内 一 致 收 伍 。 自然 ， 车 
半 1 (2 在 内 一 至 收 镶 ， 则 加 f(z) 在 D 内 闭 一 到 下 全 


下 面 的 定理 是 解析 册 _ 数 项 级 数理 论 的 一 个 基本 定理 ， 
定理 5 (Weierstrass) 若 1) f,(2) (n=1,2,.…) 在 域 品 内 
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解析 2) ,ff,(z) 在 DD 内 闭 一 致 收敛 到 画 数 f(z)， 则 1) f(z) 在 
DD 内 解析 ; 2) 一。 (z) 在 D 内 闭 一 致 收 伍 到 f(z). 


证 明 首先》, 厂 (>z) 在 万 内 收敛 ， 和 画 数 f(z) 在 D 内 定义 ， 


由 定理 1，f(z) 在 DD 内 的 任 一 有 界 闭 域 上 连续， 所 以 f(z) 在 D 
内 连续 ， 
设 开 是 万 内 的 任 一 圆周 ， 其 内 部属 于 万 ，? 是 天内 部 的 任 一 


可 求 长 闭 曲线 . 由 假定 可 知 ， D f(z) 在 ?上 一 致 收敛 . 所 以 根 
据 定 理 2 得 到 


二 fiz)dz = 工人 fczaz. 
因为 1,(2) 在 KK 的 内 部 解析 ， 所 以 7,(z) dz = 0 由 此 得 到 


fkz)dz = 0 .根据 Morera 定理 ，f(z) 在 KK 的 内 部 解析 ， 于 


是 f(z) 在 D 内 解析 . 
设 zo 是 D 内 任意 一 点 ， 圆 周 C: | z- ze。1=r 及 其 内 部 属于 


DD， 型 f,() 在 C 上 一 致 收 合 到 (5) 因为 当 zEV (2031/2) 


时 ，1/(6 ~ z) ”关于 在 C 上 是 有 界 的 


1 <( 二 )， 
7 


CE-z) RR 十 1 
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所 以 当 zE€V (zo37/2) 时 ，》， er 关于 上 在 C 上 一 致 


收敛 到 (6)/(6-z)"*'。 即 对 于 任 给 e 之 0， 存在 正 整数 NN， 使 得 


Ce) 四 f(E) e 
pra | 
在 C 上 成 立 ， 其 中 zEV (z6;r/2). 


于 是 当 z EV(zoyr/2) 时 ， 由 Cauchy 公 式 ， 


| fea) f'n) | 
一] 


fi(E) 
-| 二 训 c 《CE-Z) ti 2) rrd 


RI feé) 
-让 | TD 


CE) 
-| Ea) i (C- ~2Z)*+1 


| lace 


这 表明 了 >》 f(z2) 在 矿 (zo5r/2) 一 致 收敛 到 f'**(z)， 


若 d 是 DD 内 的 任 一 有 界 闭 域 ， 根 据 刚 才 的 证 明 ， 在 d 的 每 一 
点 的 邻 域 内 ， 2 (2) 一 致 收敛 到 f'“*(z)。 所 有 这 些 邻 域 


构成 d 的 一 个 开 覆 盖 ， 由 Heine-Borel 定 理 ， 从 中 可 以 选 出 d 的 
有 穷 履 盖 。 因此 二 /。“'(>) 在 d 上 一 致 收敛 到 f'“'(z)。 定理 
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下 面 的 结果 是 定理 3 的 补充 ， 有 时 也 称 为 Weierstrass 第 二 
定理 ， 


定理 4 设 D 是 一 个 有 界 域 ， 其 边界 是 3D. 若 f.(z) (n= 
1,2,…) 在 口内 解析 ， 在 闭 域 D 上 连续 ， 且 级 数 


>》 fC2)=f C2) + fe.(2) + 
人 二 上 


在 ? 刀 上 一 致 收敛 ， 则 > f ,(z) 在 闭 域 D 上 一 致 收敛 ， 


证 明 任 给 s 之 0， 存在 正 整 数 N， 使 得 当 n 之 NN，p 之 1 时 ， 
| fn+1(2) 十 十 了 (2Z) |<e 
在 9D 上 成 立 ， 由 最 大 模 原 理 ， 这 个 不 等 式 在 D 内 也 成 并 , 因此 ， 


在 DD 上 成 立 。 根据 一 致 收敛 的 充 要 条 件 ， > fz) 在 D 上 一 致 收 
敛 。 定 理 证 毕 . 


例 1 ”研究 丽 数 项 级 数 并 一 ;， 这 里 n+ = elog"， 


我 们 证 明 若 于 -区 在 点 zs = xu + 1 处 收敛， 则 它 在 中 平面 


Rez >xo 内 也 收敛 ， 
区 


S,= 于 -有 1S,< 开 (常数 ) . 


y， 1 - 史 1 1 RS -Si 
Pp Rk’ he=nrl ho kh *o 本 h*-*0 
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n+p 
_ 1 1 
一 》， 9， {i Er 


R=n+|1 


Snrp 9 ， 
YT Op) nD 


当 Re(z)= x 之 xo 时 ， 


| | 
kh:-*o (kh+1)*-*o 


-| (2- z) rr dt | 
fr ld 
t 0 


=12=20l| 1 __ } 
X— Xo Rh”*-*0o (Rk+1)” “0o 全 


< 


2 20 


于 是 
n+p 
K | z-zo | 1 2K 
< 一 22 ， 2 
[三 七 k” ] — Xo nro nil 


因为 当 z= 1 时 ,级 数 于 一 发散， 所 以 ， 由 刚才 证 明 的 


MM 
* 
| 一 


结论 知道 ， 当 Rez< 1 时 ， 


下 敛 。 由 Weierstrass M- 判 别 法 ， 


1 1 = 
于 


n =] 


nn*0 


意 大 于 1 的 正 数 ， 


由 定理 3 可 知 ， 和 阔 数 在 竺 平 面 Rez 之 1 内 解析 ， 这 个 玫 数 称 为 
Riemann zeta 郴 数 5(z)， 


3。 和 响 级 数 


下 面 我 们 应 用 Weierstrass 定理 研究 一 类 重要 的 画 数 项 级 
数 ， 即 所 谓 寡 级 数 


护 


》 ci(z-G)" =Co+C1(2- QO)+ +on(2-0) 十 (7) 
n=0 


其 中 c, 是 复 常数 ， 称 为 军 级 数 (7) 的 系数 ，a 也 是 复 常数 不 失 一 
般 性 ， 我 们 可 以 假定 c= 0 ， 这 时 宕 级 数 为 


>》 cs2"=cCo0tCiZ+ .+cn2" + (8) 


在 一 般 情况 下 ， 只 要 对 (7) 式 作 自 变量 替换 z′ = z- a 即 可 ， 

-下面 的 定理 说 明 才 级 数 的 收敛 特性 ， 

定理 5 (Abel) ” 若 窜 级 数 (8) 在 点 zo 六 0 处 收敛 ， 则 (8) 在 
圆 | zj| < 1]z。| 内 绝对 收敛 ， 并 且 在 任意 闭 圆 |z| 安 Rlzo| 
(0<R< 1 ) 上 一 致 收 伍 ， 


证 明 因为 民 cz 收 伊 ， 所 以 ， 一 般 项 趋 于 需 . 于 是 丰 


在 正常 数 M， 使 得 对 一 切 mn， 都 有 | c,z5 1 夺 M. 当 |z|1< 之 | 2 | 
时 ， 


<M| -也 
已 0 


由 于 | z/z6o 1<1，》> 1z/zo 0" 收 化 ， 所 以 ，2》_,c,z" 在 贺 | z| 


n= 二 习 


<| zo | 内 绝对 收敛， 又 若 | z1 委 Rlzo|0<R< 1)， 则 
ic.2" |Mhk", 
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而 jk' 收 代 ， 由 Weierstrass M- 判 别 法 知 ， >，cuxc" 在 |z| 


<<h| z。 | 一 致 收敛 ,定理 证 毕 ， 
”Abel 定 理 表明 ， 若 宕 级 数 (8) 在 点 z= zo 0 处 收敛， 则 它 


在 圆 |z| 过 |z, | 内 绝对 收 伍 ， 特 别 地 ， | c, |r" 在 0<r<| zo | 
收 伍 ， 若 震级 数 (8) 在 z = z, 处 发 散 ， 则 它 在 | z |>| zi | 发 表 ， 特 


别 地 ，y |c, |r" 在 > |z, | 发 散 . 


n=*0 


因此 ， 很 自然 我 们 来 考虑 与 (8) 相 应 的 实 的 医 级 数 
yc,lr? (+r 之 0 )， (9) 


在 数学 分 析 中 ， 已 知 存在 一 正 数 尺 (0 RS<+ co) ， 它 是 (9) 的 
收敛 生 径 ， 四 
“1) ”车 有 R= 0， 即 (9) 仅 在 >= 0 处 收敛 ， 则 (8) 也 就 仅 在 点 

z = 0 处 收敛 。 因 为 车 (8) 在 zs 0 处 收敛 ， 由 Abel 定理 可 以 推 
出 级 数 (9) 就 在 r< 1 zo | 收敛 ， 矛盾。 

2) 著 尺 = + co， 即 (9) 对 任意 正 数 * 都 收敛 ， 这 时 (8) 对 于 
所 有 的 有 和 穷 复数 都 绝对 收 线 . 

3) 若 0<R<+c， 则 级 数 (8) 在 | z | 之 RR 发 散 , 在 | z | 才 
R 内 绝对 收敛 ,事实 上 ， 若 2。 是 贺 | z | 之 R 内 任意 一 点 ， 显 然 级 
数 (8) 在 点 z = > 处 绝对 收敛 . 若 z1 是 12z | > 尺 的 任意 一 点 ， 则 在 


在 ?1， 使 得 | z， | 之 ri 之 BR， 如 果 》， cz "在 点 z= 收敛， 则 由 


Abel 定 理 知道 ， > [csz" | 在 z=rclzi | 收敛 但 这 是 不 可 能 
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的 ， 因 为 ri 之 尺 ， 所 以 (8) 在 | z | 全 尺 发 散 ， 

因此 ， 我 们 证 明了 对 于 级 数 (8) 存 在 一 个 圆 C， | z | 二 R， 使 
得 蕊 在 C 内 绝对 收敛 ， 在 C 的 外 部 发 散 。 这 个 圆 称 为 寡 级 数 (8) 的 
路 钙 加 ,RR 称 为 收 伍 什 径 , 此 外 ， 我 们 还 看 到 罕 级 数 (8) 的 收敛 后 
径 就 是 与 之 相应 的 实 系 数 的 军 级 数 (9) 的 收敛 舍 径 ， 根据 对 级 数 
(9) 求 收敛 什 径 的 公式 ， 若 


L=lim | css! | (10) 
1 Ic, | 
或 
L=lim © |e, | (11) 


存在 (有 穷 或 无 穷 )， 则 级 数 (8) 或 (9) 的 收敛 人 尘 径 R= 1/ 上 上 ， 在 一 
般 情 于 下 ， 有 下 面 的 结果 ， 
定理 6 设 


一 一 ?1/ 
L=lim VY |e,|, 《12) 


那么 需 级 数 (8) 的 收敛 侍 径 尺 = 17/ 工 ， 
证 明 ”我 们 只 要 证 明 (9) 的 收敛 个 径 尺 = 1/ 工 ， 
1) 若 0 信 上 <+co， 设 rK<1/L， 即 志 r<1i， 取 ~,， 使 得 Lr 


<ri<1 或 L<ri/r 即 lim V |c。| <ri/r， 因 此， 存在 正 整 
数 导 ， 使 得 当 n 守 NN 时 ， 


" r 
V los <E, elr'<r? 


因为 rt<1， 上 所 以 2 | cs | 六" 收敛 ， 


若 r 之 1/ 上 ， 峻 Lr 之 1， 肥 r;， 使 得 上 rr > 即 
i TT > 
所 以 存在 正 整数 序列 nm + 0%%， 使 得 当 n = 9 时 ， 


|e, > 到 ， cr ”>r2， 


因为 7: > 1， 所 以 2 Ic, Ir "发散 ， 


2) 若 上 -= 0， 即 lim V |c,| = 0， 于 是 对 于 任 给 > 0 ， 


当 n 充 分 大 时 ， 
1c 所 喜 ， lelr < 六 ， 


所 以 2 1c,1r" 收 敛 . 


3) 若 L= +oo， 即 jim /|c,| = +%. 对 于 任 给 +r>0， 


存在 n> + co， 使 得 当 n = ns 时 ， 
Yiorl>i, lor'>1, 
所 以 于 | c. | 发散， 定理 证 毕 ; 
设 宕 级 数 
ose- "oo tee ot 
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(13) 


的 收敛 盾 径 为 RR, 关 0 之 RK+coo0， 这 时 ， 当 | za 委 r<< 开 时 ， 
有 


[clz-0a)"|<<|c, lr", 
级 数 》 ,| cjr" 收 敛 ， 所 以 》 cz-a)" 在 |z-al 委 r 上 一 至 


收敛 ， 而 ”可 以 任意 近 于 尺 . 由 Weierstrass 定 理 ， 寡 级 数 (13) 的 
和 本 数 帮 z) 在 圆 | z 一 41 之 R 内 解析 ， 而 且 

f'“*’(z)=RIc, + (hr 1 )R 2cii(z 一 G)TT (14) 
特别 地 ， 例 2= a 得 到 


__ 1 pen) 
Ch 二 hk1 f (GC) 。 《15) 


如 果 尺 = + cc， 那么 震级 数 (13) 在 整个 平面 4 上 绝对 收敛 ， 
在 任意 闭 圆 | z | <r 上 一 至 收敛， 和 图 数 1(z) 在 C 上 解析 ，(14) 
及 (15) 式 仍然 成 并 . 综 上 所 述 ， 有 下 面 的 结果 ， 

定理 7 攻 级 数 (13) 的 和 画 数 /z) 在 它 的 收敛 贺 内 是 解析 的 ， 
且 (14) 式 在 收敛 圆 内 成 立 ， 即 在 收敛 圆 内 可 逐次 微 商 ， 


例 2 几何 级 数 > ,z"* 的 收敛 个 径 尺 = 1， 因 为 c,= 1， 


n=0 


当 | zj< 工时 ， 级 数 的 部 分 和 


n=-1 1 
9 (2z) = y ze= 了 -2 ， 


下 l—2z 


1 
ll~2z 


lim S.(2) 二 
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并 -= (zl<1), (16) 


-一 一 
nn! 


一 1 
例 5 级 数 并 一 z* 的 收敛 半径 尺 = + co， 因 为 c。= 


lim ctl lim 一 -= 0。 
ee (ci -+o 反 十 上 


. 例 4 级 数 3 n1z" 的 收敛 秆 径 尺 = 0， 因 为 c= 1， 


六 瑟 们 


iim curl - + co 。 


是 克 亏 


一 2 、 1 
例 5 级 数 > 二 的 收敛 竺 径 R= ] ， 因 为 Co 一 
一 1} 


jim car = 1 
PE Ca 


mm 2 、 1 
例 6 ”级 数 污 万 -的 收 伊 个 径 R= 1， 因 为 ,= 


1 


jim [cl 1, 


N00 Cn 


设 f(2z)= > (| z | 过 1)。 由 定理 7 得 到 


f(z2)= 》 2"-! 
| 


-yz = 二 (zlI<1). 


1 一 之 
合 1 -z=E (2z=1-6)， 孝 人 么 
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f’01-6) = ， 1e- 1 1<1， 


在 | 上 - 11< 1 内 沿 1 到 上 的 路 径 积 分 (图 4-1) 
中 / _ _ ?I 
fi (1 ae= | z de, 


f1(0)-f(1-¢6)=10gé, 
-TY<Jm logt < A, 
由 于 f(0)= 0， 所 以 


~log(1 -2)= 》， 


一 擂 上 


~ AXA<arg(l- 2)<r。 
注意 ， 前 面 的 讨论 没有 涉及 到 和 窒 级 数 (13) 在 收敛 圆周 | z-a | 
= 天 上 的 收敛 性 (假如 0 必 R< +c) .在 |2-al= RR 上 ， 罕 级 数 
(13) 衣 可 以 是 点 点 收敛 ， 也 可 以 是 点 点 发 散 ， 还 可 以 在 一 部 分 点 


—, |z|<1, 加 4-1 


上 收敛 ， 在 其 余 的 点 上 发 散 ， 比 如 工 乞 的 收敛 件 径 RR= 1 ， 


”在 |z1= 1 上 ， 守 所 绝 对 收敛， 而 几何 级 数 飞 z" 在 1z1= 1 上 


人 


扩 点 发 散 ， 因 为 一 般 需 2" 的 模 为 1 而 不 趋 于 宕 。 吗 级 数 2 二 


的 收敛 什 径 民 = 1， 在 圆周 | z |= 1 上 只 在 点 z = 


发 散 。 在 其 余 的 点 2=e'’ (0<b<2x) 上 ， 


ba Ek son Sn 0 sang 
1 n= 


# 寺 | 
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它 的 实 部 和 虞 部 两 个 级 数 都 收敛 ， 因此 原 级 黎 丰 图 赂 |zl=1 上 , 
除去 点 z =1 外 处 处 收敛 ， 
若 知 级 数 (13) 在 收敛 圆周 | z ~ a1= RR 上 有 一 点 zo 收敛 ， 那 么 


在 这 一 点 zo 处 级 数 的 和 》,c,(z。 - ao) "与 和 加 数 f(z) 有 何 关 系 ? 


为 了 回答 这 个 间 题 ， 不 失 一 般 性 ， 假 定 军 级 数 的 收敛 圆 是 单位 
圆 , 它 在 点 z= 1 是 收敛 的 . 在 一 般 情况 下 ， 只 时 对 目 变 量 作 蔡 换 


5E= -二 -< ， 级 数 (13) 即 可 化 为 
Zo uu 
.yc(z~a)"= yy cc c=c.(20-0)", 
入 三 人 下 二 站 


而 2，c2" 的 收敛 圆 为 1 上 J|< 1 ， 且 在 点 5= 1 处 收敛 ， 


凡 污 必 


定理 8 (Abel 第 二 定理 ) ” 磊 窜 级 数 


f(2)= 2 c.2" (17) 
的 收敛 竺 径 R= 1, 且 在 点 z=1 收 
| 从 全 到 S， 则 当 z 在 单位 圆 中 ， 以 z= 1 


| z 为 顶点 4，0 4 为 分 角 线 ， 开 度 为 
于 20o<z 的 角 域 内 趋 于 1 时 (图 4-2)， 
f(z) 趋 于 5， 


证 明 ” 设 d 是 图 4-2 所 示 的 阴影 
4-2 部 分 。 由 定理 1 ， 我 们 只 楼 证 朋 级 
数 (17) 在 d 上 一 致 收敛 . 


设 9，， p=Crnri+Cnr2t+':*T Cnrps 访 之 1 . 因为 》， c ,站 食 


到 >， 所 以 对 任 给 ce 过 0， 和 存在 正 整 数 N， 使 得 当 n 宇 N，p 之 1 
时 , | 9 ,, » |<e. 
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Cr129+ 1 十 二 Corp2 0 
- Size (S。 Se) te 
+ (9 ,, p 一 由， p-1)2"17 
=S, 12"71(1—- 2)+S,, 22"*2(1— 2)+.* 
+ SO, p12 I(1~ 2)+S,, p2Z" 
=2"+1(1~—2):(S,, 1+tS,, 22++ Op-127 2) 
+S, p22"*?, 


注意 到 | z |< 1 ， 所 以 当 n 宇 NN，p 之 1 时 ， 


| ci2z?+1 十 .二 Crp2ntrp| 


<ell~z|l(l+|lz|+|z2|:+..…)+e 


-ec 于 1 ). 
1 一 | >| 


下 面 我 们 只 需 证 明 当 zEd, 日 zxs 1 时 外 L 二 2 是 有 界 的 。 


1 一 |z| 


设 p=|1-z|, r=|z|( 见 
图 4-3) ， 
r:=1+p*:~-2pc0s0, 0 ORS0, 


11-zi_. pp 
i1~-|iz| 1-r 


-PU+r) 20 
1—r: ~ 2pc0s0~ p? 
2 2 
75085 一 六 50508507 
当 z 沂 于 1 在 角 内 ) 时 ，p<cosbo， 图 4-3 
了 以 
|1—2&| 2 
1-|z2| cos0g 


又 当 z=1 时 ， 
| cs" + 和 Cup20|=| 5, , I<e, 
nn 之 和 NN，p 之 1， 
所 以 当 n 之 入，p 之 工时， 不等式 
| cnr12” lt Cnr2"'” I< Ke 


在 d 上 上 成立， 其 中 是 和 z 无 天 的 常数 . 定理 证 毕 ， 
现 将 定理 8 用 到 例 6 中 的 级 数 2 = ~ log(1-2)(| z |<1) 


n= 1 


上 , 这 个 级 数 在 z=e“(0<0<2rz) 处 是 收敛 的 ， 所 以 


y、 ose 十 1 5 Sinng nt _ —log(1-—-e'?) 


Nn 二] 0 二 1 
= 一 1ogl 1-e5 | 一 rarg(1-e19)。 
但 是 〈 岂 网 4-4) ， 


1 -ee= 2sin 0 ee-i (去 - 二 )， 
2 
所 以 


Dt =— log (2sin), 


#1 


D0 -人 (0<0<2n). 
特别 地 ， 当 0 = x 时 ， 得 到 


» __ 好 “上 
y -1 二 log2. 
1 


y -1 (~1)" ~ 


“<0 28 十 1 4 
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习 题 


i, 设 >， cc 收敛， | argc | < a<— 9 求证 》， | ec, | 收 
1 一 0 | Lt 


, 求 下 列 级 数 的 收敛 范围 ， 

(1) 2 (2) i 

3. 下 明 级 数 屏 人 也 一 在 不 包含 负 整数 的 任意 闭 圆 上 一 
臻 收敛、 


4. 证 明 级 数 并 (~ 1)。 (2 + ) 在 不 包含 正 整数 的 任 


Zz—n 
意 有 界 闭 域 上 一 致 收敛 . 

5. 证 明 吕 -5 7 的 和 函数 在 C 上 去 挤 正 整数 点 的 域内 
解析 . 

6。 设 f,(2) (n=1,2,…) 在 DD 内 解析 ， 到 fj,(z) | 在 域 D 


内 一 致 收敛 ， 证 明 2,| f(z) | 在 D 内 闭 一 致 收敛 ， 


7 。 设 塞 级 数 4,2"， 2 .0.2 "的 收敛 后 径 分 别 为 尺 ， ， 天 2 


问 下 列 窜 级 数 
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Dj (astb,)2", 》 a.b,2", 
“=O 


人 
,ci2" (c,.= > asb,.s) 
三 由 二 0 
有 人 怎样 的 收敛 秆 径 R? 
8。 求 下 列 窜 级 数 的 收敛 秆 径 ， 
的 2 的 
(1) 》 -一 >"i (2) Vz"!) 
nn 三 作 CE =0 
(3) Dao'z" (gl<1); (4) > a Zn 
(5) > (3+( 一 1)")》"z"3 (6) 》 7110og"z9 


“9 设备 级 数 工 oz" 的 政 敛 叶 径 为 P， 求 下 列 早 级 数 
(1) Dymo.a", (2) 于 人 -De 
的 收敛 中 径 ， 

10。 证明， 若 宕 级 数 开 cz" 的 收 全 中 径 为 R， 且 在 圆周 
| z| = RR 上 的 一 点 z。 处 级 数 是 绝对 收敛 的 ， 则 并 co" 在 12| 
< 尺 上 绝对 一 致 收 全 

11. 没 寡 衣 数 并 e,z + 的 系数 5 ,是 玫 数 且 c, 中 有 无 穷 多 
个 不 为 雳 ， 证 明 此 级 数 的 收敛 什 径 R< 1 ， 

12. 设 和 级 数 cz 的 收 策 华 从 及 > 0 ， 和 画 数 为 /(z)， 
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正明 


(1) 二 | re ? ) fa ep a" 


力作 


(2) 若 f(z) 在 圆 | z |<<R 内 有 界 , | f(z) |<M， 则 
le |2 RY" <M:, 


(3) lol< ED Mn), 


其 中 0<r<R, MCr)= max | f(re'')l. 


13， 着 罕 级 数 沁 cz" 在 单位 加 | z |< 1 内 收 全 到 有 界 本 


数 (z)， 则 ce。, =o0(1)， 
14。 ”车 画 数 1(z) 在 圆 1 ?| 人 二 内 和 解析， f (0)=0, 则 


f(z") 在 加 | z | 1 内 收敛 ， 且 和 画 数 在 加 | z | 二 1 内 解析 . 

15。 若 哎 cz" 的 系数 c, 是 正 数 ， 日 单调 趋 于 0， 则 它 的 收 
敛 牛 径 R>18 若 R= 1， 则 > c,z" 在 圆周 | z |=1 上 可 能 除去 
点 z = 1 外 处 处 收 化 . 


16, 设立 cu2" 在 | z | 委 民 上 收敛 (0 < 人 < + co)， 求 证 


- 地 


9(2)= >， 


0 二 0 


7 2" 在 C 上 解析 ， 且 
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| 2p(z) Me 全， 


| mw ? 
其 中 M 是 正 数 ， 
17。 设 ?》avz"=jz)，? 0.z"=09(2) 的 收 伍 牢 径 分 别 


为 玉 ， 玉 (0 <R，R<+co)， 求 证 当 | 2 | 之 Ri1Rs 时 ， 有 


二 0 = 二 上 5 I=p /Go( 志 E 二 ) 


二 


18。 举例 说 明 Abel 第 二 定理 的 递 定理 不 成 立 ， 
$2 Tayior 级 数 


1。 解析 郴 数 的 Tayior 展 式 


前 一 节 我 们 证 明了 任意 一 个 收敛 个 径 为 正 数 的 塞 级 数 ， 其 和 
珊 数 在 收敛 加 内 是 解析 的 ， 下 面 我 们 证 明 其 六 亦 里 

定理 1 者 图 数 f(z) 在 加 C ,| zal<R& 内 解析 ， 则 f(z) 在 
C 内 可 以 展 为 峰 级 数 


f(z)= 本 一 (0 G)"。 (18) 


这 个 军 级 数 称 为 1(2) 在 2=4a 点 的 Taylor 级 数 ， 
证 明 设 2 是 贺 C 内 的 任意 一 点 . 作 阅 周 ?Y, | z~a1=r< 之 R， 
使 z 位 于 ?的 内 部 〈 图 4-5) .由 Cauchy 公 式 ， 
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1(2)= 3 |, Ed. (19) 


为 了 得 到 f(z) 的 睾 级 数 展 式 ， 
关键 在 于 将 二 (Cauchy 极 ) 展 为 


几何 级 数 
1 


er 


1 
C-z (EC-G)-(z-a) 


_ 1 图 4-5 
Ed 2 
Ea 
由 于 | =5 |< 1， 由 上 节 的 例 2， 
] _ 一 > " 
= (Es) ’ 
1 ~ -a 
所 以 


1 _ (2-a)" 
ECE-2 eg (FE—a)"*!” 


并 且 右 端的 级 数 ( 关 于 6)〉 在 7Y 上 一 致 收敛 ， 由 § 1 定理 2， 


(20) 


f (2) 

f(z) 5 ,Emad 
_ _ fdc 
pe Cr 0 


即 
f(2)= 2 c,.(2~a)", 
区 二 站 
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其 中 


二 1 f (6) 1 (nn) 
“ 2X1 J (6-QG) 1 de = ni I (0), 


因为 > 是 圆 1z- al< 尺 内 任意 点 ， 所 以 (1) 式 在 圆 1z 一 a |< 过 R 内 成 
Y7 。 

注意 ， 解 析 画 数 1(z) 在 | z 一 a | 之 内 的 宕 级 数 展 式 是 唯一 
的 ， 因 为 由 上 一 节 的 定理 7 可 知 ， 这 个 军 级 数 一 定 是 f(z) 的 
Taylor 级 数 。 也 就 是 说 ,任意 客 级 数 一 定 是 它 的 和 画 数 的 Taylor 
级 数 ， 

在 第 二 章 里 我 们 镶 经 说 过 f(z) 在 点 z =a 解析 ， 意 指 /(z) 在 
a 点 的 基 一 个 邻 域内 解析 ， 即 f(z) 在 该 邻 域 内 处 处 可 导 ， 

f(z) 在 a 点 解析 的 另 一 个 经 典 性 定义 是 f(z) 在 a 点 邻 域内 可 
展 为 客 级 数 ，a 点 称 为 1(z) 的 正则 点 . 

现在 我 们 看 到 ，f(z) 在 a 点 解析 的 两 个 定义 是 等 价 的 ， 如 果 
f(z) 在 a 点 按 第 一 个 定义 解析 ， 那 么 由 定理 1，f(z) 在 a 点 的 邻 域 
内 可 展 为 宕 级 数 ( 它 的 Taylor 级 数 ) ， 所 以 按 第 二 个 定义 它 在 a 
点 解析 ,由 $1 定理 7， 反 过 来 也 对 。 


2。 零点 的 孤立 性 与 唯一 性 定理 


设 丽 数 六 >) 在 域 万 内 解 折 ， 且 不 恒 为 需 。 若 点 zu, € D,f (2) 
= 0 ， 则 称 z ,为 F(z) 的 一 个 雾 点 . 因为 z,E D， 所 以 存在 点 z6 的 
一 个 邻 域 扩 (zujr)C 也 ， 上 0z) 在 矿 (zu37r) 内 可 展 为 Taylor 级 数 


f(z)= >》 cr(2-20)" (| 2z-20 |<r), 
nN 


其 中 cr = f "(zo) (n=0,1,2,.…), 
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若 c。(n=0,1,2,…) 全 为 需 ， 则 f(z) 在 (zo; ”内 恒 为 圭 . 
设 z| 是 D 内 任意 一 点 ， 在 D 内 作 一 折线 连接 zo 和 z,。 应 用 证 明 最 
大 模 原理 所 采用 的 方法 (不 妨 称 之 为 滨 圆 法 )， 可 以 证 明 在 点 z1 的 
邻 域内 ，f(z) 也 恒 为 零 。 于 是 f(z) 在 D 内 恒 为 零 .。 这 与 题 设 矛 
盾 ， 所 以 c ,不 全 为 零 . 设 

f(z0)= f(z20)=.…= ff""1)(z0)=0, 
f'" (zo0)N0, 

这 时 ， 称 2z0o 为 f(z) 的 m 级 ( 阶 ) 去 点. 特别 地 ， 当 m= 1 时 ， 称 zo 为 
f(z) 的 简单 老 点 。 于 是 ， 若 点 zo。 是 f(z) 的 m 级 老 点 ， 那 么 


f(z) = 20 (2 20" + (21) 


f(z2)=(2- zy)"p(z)， (22) 
其 中 : 


f "+*i (zs0)(2— 20) + 


__1 {my} il 
Pp(2) = ml! f°" (2z0) tT mtr1)1 


(| z- zo |<r). | (23) 
2(2z) 是 由 一 个 笑 级 数 表 示 的 函数 ， 所 以 p(z) 在 圆 | z- 2。 | 之 r 内 


1 、 
解析 ， 且 w(2>。 = "(20 NO0. 由 gg(z) 的 连续 性 ， 存 在 z。 


的 一 个 邻 域 (zo36)(6 志 r+)， 使 得 在 F(z636) 内 ，q (z) 关 0. 因 
此 ，f (2) = pg(2) (z- zi)" 在 斑 (zug6) 内 除了 点 z, 外 没有 其 他 的 
需 点 ， 综 上 所 了 进 ， 即 得 关于 解析 画 数 零点 孤立 性 的 定理 ， 

定理 2 ” 若 画 数 1(z) 在 域 D 内 解析 ， 且 不 恒 为 过， 则 f(z) 在 
万 内 的 零点 是 孤立 的 . 即 ， 车 f(z。) = 0， 则 存在 广 (z636) (6>0)， 
使 得 f(z) 在 广 (zo36) 只 有 2z, 一 个 需 点 . 

由 雾 点 孤立 性 容易 得 到 下 面 重要 的 唯一 性 定理 

定理 3 ”车 画 数 /1(z)，f,(z) 在 域 D 内 解析， 点 集 4CD 有 
一 个 属于 DD 的 极限 点 a， 著 f1(2) = 了 (2z) 在 4 上 成 立 ， 则 f(z2) 
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= jj,(z) 在 D 内 成 立 ， 

证 明 设 1(z) = f1(z) -ff,(z)，f(z) 在 D 内 解析 .由 演 续 
性 ，f(a) =0, 阁 f(z) 在 DD 内 不 恒 为 需 ， 根 据 定 理 2， 存 在 一 邻 域 
(a36) (6G>>0)， 使 得 打 z) 在 F (zog6) 内 除 co 外 没有 别 的 老 点 ， 
但 是 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 f(z) = 0 在 4 上 成 立 。 而 c 是 4 的 极限 
点 ， 所 以 在 a 的 任意 邻 域内 都 有 A 的 点 z2， 在 这 点 (2)=0. 所 以 
f(z)= 0 在 已 内 成 立 ， 即 户 (z) = f(z) 在 D 内 成 立 。 

唯一 性 定理 表明 ， 在 域 必 内 解析 且 不 恒 为 雪 的 函数 ， 不 可 能 
在 收敛 到 慷 内 某 一 点 的 点 列 上 为 需 ， 也 不 可 能 在 属于 忆 的 曲线 或 
子 域 上 为 竺 . 但 需要 注意 的 是 ， 函 数 的 雳 点 可 以 有 属于 边界 点 的 


极限 点 ， 比 如 /(z) = sin 二 在 DD =C - {0} 内 解析 , 它 的 雾 点 zs=- 一 


(= 士 1 十 2)…) 收 敛 到 点 z=0， 这 一 点 是 咏 的 边界 点 。 

从 上 面 我 们 可 以 看 出 ， 解 析 画 数 的 雾 点 扳 立 性 和 唯一 性 定理 
都 是 从 解析 画 数 可 以 展 成 之 级 数 这 一 事实 推出 来 的 .在 实 分 析 中 ， 
一 个 区 间 上 处 处 可 微 的 殴 数 不 一 定 可 以 展 成 赂 级 数 ， 上 比如 西数 


p(X) -| 0 

名 0 » X=0, 
在 点 %x=0 的 各 级 导数 都 为 零 ， 因 此 g(x) 在 点 x = 0 的 Taylor 级 数 
恒 为 圭 。 但 是 g(x) 在 点 XxX=0 的 邻 域内 不 恒 为 看， 当然， 霉 点 的 
孤立 性 与 唯一 性 在 实 分 析 中 随 之 也 不成 评 ， 比 如， 我 们 容易 验证 

实 函 数 
p(X) -全 2 YX Xx0; 
0 ， X=0.， 


1 
在 点 x = 0 是 可 导 的 ， nm 三 nn (n=1, 2,…) 是 它 的 雪 点 ， % ,>0 


(>oo)， 但 是 p(x) 不 恒 为 需 。 
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3。 初等 画 数 的 Taytor 展 式 
在 这 一 眉 里 ， 我 们 将 导出 几 个 最 常用 的 初等 画 数 的 1aylor 展 
(1) ”指数 函数 的 Taylor 展 式 


设 f(z)=e’，f(z) 在 C 上 解析 ， 生 
f'"(z)=e’ (n=0,1,2,."), 


ff‘ (0)=1. 
所 以 由 (18) 式 
之? 2" . 
e’=1+Zz+ 21 十 十 nl 十 (24) 


在 C 上 成 立 ， 
(2) 对 数 汐 数 的 Taylor 展 式 
由 前 一 节 例 6， 我 们 已 知 


-log(1-2)= 2 


1 


外 
一 | 


1z|<1，- <arg(1- z)<r。 
将 z 易 为 - z， 就 得 到 


oo 


多 ~ 
log(1 +z) = 》， 一 
n==] 
|z|<1，-r<arg(1+2)< rr。 (25) 


(3) 千 兽 数 的 Tayior 展 式 
设 f(z) = 2 ”， 按 定义 2 = ee 是 多 值 琴 数 。 若 Logz 在 除 
去 负 实 轴 的 平面 C 上 取 主 值 ， 则 得 到 z "的 一 个 解析 分 支 e” 
下 面 我 们 求 出 它 在 点 z= 1 的 Taylor 展 式 ， 
f(z)=e"!l°:, ff(1)=1, 


0 - 
f(z) ~ ei0o8: 一 Ce? 1)10g87, 
之 
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一 般 地 ， 可 归纳 地 得 到 


f "(2-0 1). (an+l)el” "tog 


N=]1,2,.…， 
faa DD). ‘(a~n+1)=C. nl, 
所 以 由 (18) 式 得 到 
z=1+Ci(z-1)+Ci(z-1):+ +Ca(2—1)" + 
(dz-1ll<1), (26) 


若 将 z 一 1 易 为 2， 则 z 
(1+z)2=1+Clz+C2z2+ + Cz"+... (2z|<1). (27) 
. 广 蕊 ， 仪 当 a 为 正 整 数 时 ， z" 是 全 在 面 上 的 单 值 画 数 . 它 在 
点 z= 0 的 Taylor 级 数 就 古 它 目 身 . 
(4) 三 铅 测 效 cosz，sinz 的 aylor 展 式 
这 两 个 函数 都 是 在 C 上 上 解析， 由 (24) 式 可 得 


1 _ {1)"”. ,, 
csz= (ee. t+e )- Con)! 2 (28 ) 
Y 1 站 本 BA 2n+1 
sin 2= 7 (e )- 工 a z (29) 
在 C 上 成 立 。 
习 题 
1， 求 下 列 项 数 在 点 >z=0 的 Taylor 展 式 ， 
(3) log(2 -3z+2)3 (4) arc tan z ( 主 值 ); 
1 1 2 . 
(5) 于 (logT) ， (6) sin (至 第 四 项 )， 
2 . 一 -一 1 二 
(7) el (他 第 园 项 ); (8) WW z+1 (~ 1 - -二 =)， 
V2 


—1]44—— 


2. 求 log z 在 点 z =i 处 的 Toylor 展 式 ， 
3。 求 下 列 画 数 在 点 2 = 1 的 Taylor 展 式 ， 


(1) Vz (V1 =1); (2) sin(22 ~ 22); 
2 2 

43) F225 (TD 

4. 证 明 


(1) 对 任意 复数 >， |e”* -1 1 入 e! Se 
(2) 当 0<| z |<<1 时 ， 


二 zl<le -1l< 41zl. 
5. 在 原点 解析 且 满 足下 面 取 值 条 件 的 函数 /(z) 存 在 吗 ? 


6. 设 画 数 1(z) 在 圆 |z | 之 R 内 解析 ， 


S,(z2)= 了 (0)+f’(0)z+ "(0)22+ 


1 {nn) 
tn (0)2z", 


1 一 之 3+1 


1 6 
Sa)= a | 1 eae™mrd 6， 
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R,.(2)= f(z2)-S,(z) 


之 "|! FE) 
~ 2xi | ead, 


其 中 | z |<r 之 R. 
7， 证 明 ， 若 砂 数 1(z) 在 圆 环 0 过 | z - a | 之 RR 内 解析 ， 且 . 
lim (z— a)f(z)=0, 


则 f(z) 在 加 |z -a1<R 内 和 解析。 
8。 利 用 上 节 习 题 12 重 新 证 明 Liouville 定 理 与 最 大 模 原理 ， 


9。 设 画 数 f(z) =u+iv= 2_c,z” 在 加 | 2 | 之 RR 内 解析 ， 
#0 
r<R, 求证 
(1) nr"es= {ucre' rye "td, 1 之 1 
Lb 


(2) le, lr"<max{4A(r), 0} - 2Re f(0), 
其 中 A(r) = max Re f (2). 


10。 设 画 数 f(z) = cz' 在 加 |z| 之 1 内 解析 ;并且 Ref(z) 


大 一 力 
之 0,f(0) =1， 求 证 
(C1) | c 。 | 委 23 
1 一 上 > | 1+| >z| 
《2) TS f(z) < 1-|z|* 
11. 将 丽 数 1 (z) = 万 一 了 展 为 军 级 数 并 一 于 2" 证 明 
3 一 申 


antCl,atCi,.0+.+ Cr,1Gs =0. 
1 、 1 
利用 1/ (z)+ -2 为 俩 画 数 ， 证 明 a, = -了 ， dn+1 三 0 (n=1,， 


2,.…)，, 由 此 得 到 
—-146— 


1 DB 
eo- 2 人 020 
(| 2 |<2r)， 
其 中 B,= (~1)"-!a,, 称 为 Bernoulli 数 ， 
12。 证 朋 


2 万 
2cot z=1 一 ?57 (| z |<r)。 


提示 ， 利 用 z cot z= iz+ -92 


13。 证 明 
2 DB, ,,. 
tan ?= 2 Cn) 2 
(z|< 王 )， 


提示 ; 利用 cot 2z= cot2 -tan 2 。 
14。 求 证 展 式 
1 一 ， 
1 一 z 一 2z2 2_ cz 
ns 


的 系数 Ch 满足 条 件 ， 
co=C!=1， Ca=Cn-.1 tCsn-2 (nn 之 2) 


(Cc, 称 为 Fibonacci 数 )。 和 并 求 出 窜 级 数 的 收敛 全 径 . 
15。 设 画 数 f(z) = ycz* 在 圆 | z |< 1 内 单 叶 解 析 ， 圆 


入 过 作 


| z | 之 r+ 在 映照 1(z) 下 的 像 是 G，。 求 证 G 的 面积 


S=x9_n|c,lr", 


和 三 ] 
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S3 Laurent 级 数 


前 面 我 们 过 论 了 老 级 数 ， 它 是 研究 解析 函数 的 工具 . 这 一 节 
我 们 要 讨论 寡 级 数 的 推广 ， 即 Laurent 级 数 ， 它 是 研究 解 析 画 数 
奇 点 的 重要 工具 ， 


1， 解析 夯 数 的 Laurent 展 式 
我 们 称 级 数 


， oe 


> ci(2—a)" (30) 


为 Laurent 级 数 ， 其 中 c ,是 复 第 数 ， 称 为 (30) 的 系数 ，a 是 剃 数 ， 
当 c. ,=0 (n 之 1) 时 ，(30) 就 是 震级 数 .， : 
我 们 称 级 数 (30) 在 点 z = ?0 收 伍 ， 如 末 级 数 


二 (2—a)" (31) 
0 . 四 
和 
》 CC2 一 G)-” 2 
在 点 z=zo 都 收敛 ， 


级 数 (31) 是 一 个 宕 级 数 ， 设 其 政 全 中 径 为 及 若 及 >0， 则 级 
数 (31) 在 圆 | z ~- a |<RR 内 绝对 收敛 ， 在 圆 | = -a |<R 内 闭 一 致 收 
敛 ， 和 画 数 在 圆 | z - 6 | 之 RR 内 解析 . 
对 于 级 数 (32)， 若 设 E= 1/z - a， 则 (32) 为 
>》 cc" (33 ) 
它 是 上 的 震级 数 ， 届 其 收敛 中 径 为 1. 若 1>>0,， 则 (33) 在 | [过 4 内 
绝对 收敛 ， 在 16| < 4 内 闭 一 致 收敛 因此 (32) 在 r= -元 <<| z-a| 
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< + co 内 绝对 收敛 ， 在 *<| z- | 必 + % 内 闭 一 致 收敛 ， 和 图 数 
在 r<|z-al<+co 内 解析 。 

所 以 ， 对 于 级 数 (30) 来 说 ， 只 有 以 下 两 种 情况 : 1) “之 尺 . 
这 时 级 数 (30) 处 处 发 散 ， 在 r= R 时 级 数 (30) 可 能 除去 圆周 


1z-al= R 上 的 点 外 是 发 的 ， 如 级 下 三 在 圆周 |z |= 
上 处 处 收入 并 "在 加 属 1z1=1 处 处 发 半 二 在 圆周 


和 一 


ne0 


| zj = 1 上 除 点 z=1 外 处 处 收敛，2) + 之 R, 则 级 数 (30) 在 圆 环 D: 
r<l z -a [<R 内 绝对 收敛 ， 内 闭 一 致 收敛 〈 特 别 地 ， 当 r= 0， 
尺 = + co 时 ， 级 数 (30) 在 C 上 除去 ec 外， 处 处 收敛 )， 府 刀 外 发 散 ， 
在 这 种 情况 下 ， 级 数 (30) 的 收敛 范围 是 一 个 圆 环 ， 称 为 级 数 (30) 
的 收敛 圆 环 〈 当 尺 = + co 时 ,理解 为 广义 圆 环 r<| z- cl<+co)， 
根据 8 1 的 Weierstrass 定 理 ， 级 数 (30) 的 和 画 数 1(z) 在 贺 环 
r<| z 一 a | 之 RR 内 是 解析 的 ， 


特 设 
gp(2)= ez-a)", (34) 
m0 
wo- De (2— 4)-", z (35) 


那么 画 数 pg(z) 在 圆 1z -aj<R 内 解析 ， y(z) 在 圆 环 r<lz-al 
之 + % 内 解析 ， | 
fz) = 9(2) +Y(2). (36) 
我 们 称 级 数 (31) 为 Laurent 级 数 (30) 的 解析 部 分 , 称 级 数 (32) 
为 Laurent 级 数 (30) 的 主要 部 分 或 奇异 部 分 。 综 上 所 述 ， 我 们 有 
以 下 定理 ， 
定理 1 设 Laurent 级 数 
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忌 C (zz 一 G)” 《37 ) 


的 收敛 圆 环 为 门 ， rf 过 | z -a|< 六 ， 则 (37) 在 DD 内 绝对 收敛 ， 在 D 
内 闭 一 致 收 伍 ， 和 阔 数 1(z) 在 DD 内 解析 . 

下 面 证 明定 理 1 的 邀 定理 也 成 并 . 

定理 2 若 画 数 1(z) 在 圆 环 D: r<|z2~al<R (0<r<Re 
+ 9) 内 解析 ， 则 


f(z2)= yc.(2- a)", z (38) 
其 中 
1 f (2) \ 
Cr= Far | Ca)"rde (r<p<R). (39) 


并 且 展 式 (38) 是 唯一 的 ， 称 它 为 1(z) 在 D 内 的 Laurent 展 式 ， 
证 明 首先 我 们 注意 到 (39) 式 中 的 积分 与 p 无 关 (r<p<R). 


事实 上 ， 若 r<pi<pi<R， 由 于 图 数 二 5 在 内 解析， 
所 以 由 第 三 章 $ 2 定理 3 得 到 
f f (2) 1 

之 


| 2-o l= | (2z—a)”"*! 


- | 1(2) gy,, (040) 


sa ps (2— a) "i 


设 z 是 D 内 任意 一 点 ， 在 D 内 取 
网 个 圆周 : | 2z-al] =r,, ya: 
[1z-al=r (ri1<<r;)， 使 得 z 在 
图 4-8 贺 环 r ,<| z -oj]<r; 内 (图 4-6)， 
由 第 三 章 $3 定理 2， 


全 fe) ae- | LY a. 41) 


= 5 


当 3E EY :时 ， 


1 -1 
-zz 0 -Ga ” 
0 
1 ~ (CO—~a)"! 
Ez ~ a) (42) 
2 = 本 5T<1， 所 以 (42) 式 右边 的 级 数 在 7 上 一 
致 收敛 . 当 上 GE7: 时 ， 
1 1 (2z-a)" 
上 一 2 Zz—4a DT (43) 
(C-o01- Fe) | 


因为 | Fs = -2 | 一 一 一 < 必 1， 所 以 (43) 式 右边 的 级 数 在 ? ,上 一 
致 收敛 。 将 (42) 与 (43) 式 代 人 (41) 式 ， 根据 $ 1 的 定理 2 得 到 


(6) 
/= 民 二 | Tr rd a- a) 


7 2 


+ 3 ,tr + 1 dé * (2Z~—04) "。 (44) 


5 


再 由 (40) 式 就 有 
f(z)= y， ci(2~a)” 


其 中 c ,由 (39) 式 表示 ， 
现在 证 明 瞧 一 性 设 帮 z) 在 也 内 还 可 以 展 为 另 一 个 Laurent 
级 数 
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f(z)= yciz-a" (r<|z-al<R). (45) 


由 定理 1,(451 式 右边 的 Laurent 级 数 在 圆周 >- a|=p (r<pR) 
上 一 致 收敛 到 f(z). 用 Tasr 乘 (45) 式 的 两 边 ， 然 后 在 圆周 
| z -a1= p 上 积分 。 因 为 一 致 收敛 的 级 数 可 以 逐 项 积分 ， 所 以 从 
(45) 式 得 到 

: f f(z) 


上 -al (2— a)"™*! 


= 》 Cm 上 (2 一 G) miadgz=2rrc7 
-0 -ol=p : . - 
因为 
2751， 1 二 一 1 
f Govdz=| 
2 0 ， mas 一 19 
于 是 
， 1 f (2) 
Cm 273 | (Za) "Td z 
(m=0, 土 1, 土 2,-…)， 
定理 证 毕 ， 


与 军 级 数 一 样 ， 任 意 一 个 Laurent 级 数 yc,(z-a)，" 总 是 


-mm 


它 的 和 画 数 1(z) 在 它 的 收敛 贺 环 r<| z ~ a |<RR 内 的 Laurent 展 
二 


2 一 2z 十 5 


2 ) 2<| z |< + ce 的 Laurent 展 式 。 
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f(z)= (z 一 2)(z2+1) 2—-2 四 22 十 1“ 
当 1<j z | 之 2 时 ， 
1 1 2 1 
(Da 2 
2 22 
1] 一 /FAN 2 /一 1Nn 
= - 辟 半 ( 主 ) 吾 习 (到) 
[re 1 ， [re] ] 
f(2)= -2 zirT2" +t2 (1) "zs 
二 mn 二] 
(1<| z |<2). 
当 2<-| z |< + co 时 ， 
1 1 2 1 
f(z)= 。 ~ 一 全 
> 1- 二 ?1+ 上 
pd 之 
2” 1 ~ (一 1)” 
= 》， 本 十 2>》， pr 
类 之 ] nn 二 1 
1(z) = 并 一 熙 一 ， 
一 . 
其 中 
2275, m=2n+1s 
oa | 
27:" 1+2(—-1)", m= 21。 
c: 也 可 以 用 公式 (39) 算 出 ， 
2 1 2 一 2z+5 J 
"一 277 py 2 2 2) (241) 42。 


. 1 
当 ?之 0 时 ， Cn = os )>0 (P+c0); 有 所 人 以 cs, =0; 当 n 志 -1 
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有 时， Cm = ~ 之 1， 
1 | 2n-1(22 一 22 二 5) 


271 lz:lap>2 (2—2)(2°+1) 


_ 1 | (三 -1 22” dz 
~ 2x1 ls*|=r>2 22 十 1 


2 2 
一 站 人 ~ 1】 - 
=2 zr | rld?. 


dz 


人 -mm 二 


当 | z | 之 1 时 ， 


因此 ， 当 m = 2k+ 1 时 ， 


名 
| 二 rdz- 0 


当 m = 2k 时 ， 
-a A 
外 j=s>2 2 dz 1) 
所 以 
224, 1 =2k+1s 
22*"1+2(-1)*,， m=2k. 
2. 孤立 奇 点 


若 画 数 1(z) 在 a 点 的 邻 域内 除去 a 点 外 是 解析 的 ， 即 f(z) 
在 无 心 贺 D，0<|1z -a|<R 内 解析 、 则 称 a 点 是 f(z) 的 一 个 孤立 
奇 点 ， 为 了 下 面 叙 述 方便 ， 若 点 z = a 是 函数 f(z) 的 一 个 孤立 奇 
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点 ， 那 么 我 们 说 a 点 的 邻 域 时 ， 总 是 不 包含 点 本 身 ， 即 a 点 的 无 
心 邻 域 

设 a 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 由 定理 2 (现在 是 r=0)，f(z) 在 
0<j| 2 ~ a | 之 有 R 内 可 展 为 Laurent 级 数 


f(z2)= 5 ci.(2— 0)", (46) 
其 中 | | 
oa td 4D 
(0<p<R，m = 0, 士 1), 士 2，…-)。 
级 数 


p(z)= > cz2-a4)" (2-a|<R) (48) 


是 1(2) 的 Laurent 展 式 的 解析 部 分 .9(z) 在 加 内 | z -a |< KR 内 解 
析 ， 级 数 


bg(2)=》c-,(z-a)-” (0<Iz-al<+%), (49 ) 


是 f(z) 的 Laurent 展 式 的 主 要 部 分 , yp(z) 在 0 之 | z~a | 之 + co 内 
解析 ， 
f(z2)= op(2)+y(2). (50) 

下 面 分 三 种 情形 来 讨论 帮 z) 在 ao 点 邻 域内 的 性 质 . 

1 ) limf(z) 存 在 (有 穷 )， 其 充 要 条 件 是 %(z) 的 展 式 (49) 的 
系数 c . ,全 等 于 震 。 在 这 种 情形 下 /(z) = p(z) 在 0<z-aj<R 
成 立 ， 因 为 p(z) 在 圆 | z ~ a | 过 RR 内 解析 ， 所 以 称 e 为 1(z) 的 可 去 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 ， 因 为 f(z) = pg(z) 在 0<|z -a|<R 
成 立 ， 所 limf (z) = P(9)， 

现在 我 们 来 证 明 必 要 性 .着 lim f(z) 存在 〈《 有 穷 )》， 那 么 存在 
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50 和 一 正 数 履 ， 使 得 当 0<| z -a | 过 6 之 R 时 ， 
| f(z) |M. 


由 (49) 式 得 到 | 


_ 1 _ 力 -】 
“1 =| A 0) dz 


<s—Mp""!' .2xap= Mp" (n=1,2,.…). 


合 p 斑 +0， 得 到 c. ,=0 (n=1,2,…)， 所 以 yw(z) 夺 0。 

注意 ， 从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ， 要 使 点 2 =a 是 f(z) 的 可 去 
奇 点 ， 只 要 求 1(z) 在 孤立 奇 点 a 的 邻 域内 有 界 。 实际 上 我 们 征明 
了 下 述 定 理 . 

Riemann 定 理 ” 车 阔 数 1(z) 在 孤立 奇 点 a 的 邻 域内 有 界 ， 则 
a 是 f(z) 的 可 去 奇 点 。 

2) limf (2z) = oo， 其 充 要 条 件 是 %(z) 的 展 式 (49) 的 系数 


c- :只 有 有 穷 多 个 不 为 者 在 这 种 情况 下 ， 


C_m 
(2—0)"? 


V2) = 一 二 二 coss0， (51) 


f(z2)= (2) + pz) 


C -mm 


C-l 
= aa tt zo tcCotc(2Z~ 0) t+。 
或 写成 
1(2) = To 792), 《52) 
其 中 : : 
g9(2)=C mt+Cnri(2~ 4) + "= 00)0, (53) 


所 以 我 们 称 a 是 1 (2) 的 一 人 1 "级 机 点 。 wn 1 时 ， 称 a 为 1(z) 的 
一 个 简单 极点 。 
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证 明 ”充分 性 是 显然 的 ， 因 为 由 (52) 式 与 (53) 式 ， lim f(z) 
现在 证 明 必 要 性 ， lim f(z)= ce， 那么 存在 6>0， 使 得 在 
0<jz--a|<6 内 ，f(z) 六 0. 于 是 在 0 过 | z -a | 过 6 内 ， 了 数 (2) 
=1/f (z) 解析 ， 且 不 为 零 . 由 于 lim F(z)=0，, 根据 1)，a 是 


了 F(z) 的 可 去 奇 点 ， 而 且 是 (2z) 的 一 个 老 点 ， 设 co 是 F(z) 的 mm 级 
F(z)= (2- a)"A(z), 

其 中 4(z) 在 圆 | z -~ a | 之 6 内 解析 ， 且 不 妨 设 在 此 邻 域内 不 为 才 ， 
因而 1/4(z) 在 圆 | z - a |<<6 内 解析 ， 且 不 为 震 ， 其 Taylor 展 式 为 


-= Cn 十 Cnyi(Z 一 QG) 十 浊 


(coss0， | 之 一 |< cy)。 


于 丰 / 
1 1 
1 2) FO -0527 
f(z)= rm tt tootor(s-a) + 闪 


由 Laurent 展 式 的 唯一 性 ， 必 要 性 得 证 。 

注意 ， 从 上 面 的 证 月 我 们 看 到 ， 若 a 是 f(z) 的 m 级 极点 ， 则 
a 是 1//(z) 的 mm 级 雪 点 。 反 之 亦 然 ， 

3) limf (z) 不 存在 ， 其 充 要 条 件 是 级 数 (49) 的 系数 c- ,有 无 


穷 多 个 不 为 雾 。 这 时 ， 我 们 称 a 是 /z) 的 一 个 本 性 奇 点 
证 明 由 1 ) 与 2 ) 的 结果 立即 得 到 3 ). 
例 2 f(z) =e* .z=0 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ,因为 


lim ee* 二 十 Cos lim e*= 0， 


所 以 lime 不 存在 f(z) 在 点 z = 0 的 邻 域内 Laurent 展 式 为 
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et 十 
2 212? nlz 


下 面 的 定理 揭示 了 解析 函数 在 本 性 奇 点 的 邻 域 内 的 重要 特 
件 ， 

定理 3 (Weierstrass) 若 o 是 j(z) 的 本 性 奇 点 ， 则 对 于 任意 
一 个 有 人 穷 复 数 4 和 数 e>0， 在 0<| z 一 4 | 芭 6 内 有 一 点 z， 使 得 

| f(z) ~- Al<e. 

则 jz) 在 本 性 奇 点 的 邻 域内 的 取 值 在 C 上 是 稠密 的 中 〈 称 集 囊 为 
在 C 上 稠密 ， 如 果 EE =C). 

证 明 用 反 证 法 . 设 4 是 一 有 穷 复数 。 若 在 0<| z -a |<6 内 
| f(z) -4 不 能 任意 地 小 ， 则 必 有 正 的 下 界 eo， 即 

| f(z)- Al2e, (0<|2z-al<6)., 

于 是 ， 画 数 


十 … (zs0)。 


f(z)—-4 


之 一 忆 


F(z)= 


在 0 过 | z -a | 之 6 内 解析 ， 且 当 2z~>a 时 ，F(z)>co， 所 以 z = a 是 
(2) 的 极点 ， 由 2)， 


Cn 国生 C_ 
(之 一 GD)” Z 一 4 


F(z)= 十 Co+CICZ 一 G) 十 …9 


内 此 ， 


Cm C-2? 
= -一 一 一 一 一 一 一 .+ 
f(z) CZ) t+ za 


+(A+c-.1)+tco(2z~— a)+.…, 
ao 或 者 是 f(z) 的 m1 级 极点 ( 若 m 之 1)， 或 者 是 f(z) 的 可 去 奇 
点 〈 若 m=1)， 这 与 定理 的 条 件 相 矛盾。 定理 证 毕 ， 


全 f(z) 在 0 之 1z - al 过 6 内 一 定 是 无 界 的 . 因此 ， 存 在 序列 z n 一 a， 使 得 zw) 
ao .所 以 实际 上 zz) 在 0 二 jz-al 过 6 中 的 取 值 在 C。 中 是 稠密 的 . 
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定理 3 表明 ， 若 画 数 1(z) 在 a 点 的 邻 域内 不 取 某 个 邻 域 
(wo36) (6 之 0) 的 值 ， 则 a 或 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 或 是 1 (2z) 的 
极点 、 

Picard(1879) 证 明了 上 比 Weierstrass 钼 一 般 、 玩 深刻 的 定理 ; 解 
析 画 数 在 本 人 性 奇 点 的 邻 域 内 无 穷 多 次 地 取 到 每 个 有 穷 复 值 ， 至 多 
可 能 除去 一 个 值 ( 称 为 Picara 例 外 值 )。 我 们 用 3) 中 的 例 2 来 说 明 
Picard 定 理 , 已 知 z = 0 是 f(z)= e 一 的 本 性 奇 点 ， 因为 e 了 < 0 ， 
所 以 z= 0 是 它 的 例外 值 , 对 于 每 个 有 穷 复 数 4 关 0， 寿 取 


] aa 
z= ToBAt2nni 0 f(z.)= 4, 


以 上 讨论 了 有 穷 孤 立 奇 点 邻 域内 函数 的 性 质 ， 现 在 我 们 来 讨 
论 画 数 在 无 穷 远 点 争 域 内 的 性 质 . 

若 函 数 太 z) 在 域 忆 .:: R< zj +ece (RR 之 0) 内 解 析 ， 则 称 
2 = co 为 jz) 的 一 个 弧 立 奇 点 、 

设 2 = ce 是 帮 (zz) 的 一 个 孤立 柯 点 .为 了 研究 帮 z) 在 2 = co 邻 
域内 的 性 质 ， 我 们 作 变 换 56 = 1/z， 将 z = co 的 邻 域 变 为 点 6 = 0 的 
邻 域 〈 图 4-7)， 画 数 


g(E)=f(2)=f(E) 
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在 万 . :0 之 1E| 之 1/R 内 解析 ，5 = 0 是 它 的 一 个 孤立 奇 点 ， 由 定理 
2,9(56) 可 以 展 为 Laurent 级 数 


g(E) = Ee (< 去 )， 


其 中 
1 g(6) 
= 一 dE， 
Cn 271 fi 6 ‘ 
于 是 
f(z)= 忆 一 ， (54) 
其 中 


-1 (二 
Cn 2nf 1s1=- >R f(z) z"! 2Z2 dz 


pa f(z2) yz， (55) 


一 各 中 
271 lzi=pi >R Zz" 


级 数 6c.," 是 g (5) 的 Laurent 展 式 的 解析 部 分 ， 其 和 丙 数 在 
加 |5| 过 1/R 内 解析 ， 所 以 


[es] 


(2)= 》， (56) 


三 放 


在 <| z |< + co 内 解析 ， 我 们 称 级 数 半 -二 为 Laurent 级 数 


C 


(54) 的 解析 部 分 .而 于 名 是 9(6) 的 Laurent 级 数 的 主要 部 分 ， 


其 和 夯 数 在 0<|s |< + % 内 和 解析， 所 以 
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$2)= Yc,2" (57) 
nesl 


在 jz1< + co 内 解析 ， 我 们 称 级 数 2_ ,cz "为 Laurent 级 数 (54) 的 


主要 部 分 . 在 R<|z |< + ceo 内， 有 
f(z2)=9(2)+y(z2) 。 (58) 
由 于 z>~co 相 应 于 0， 因 此 ， 如 果 上 = 0 是 9(C) = (1/6) 的 
可 去 苛 点 、 极 点 (m 级 )、 本 性 奇 点 ， 我 们 就 相应 地 称 z2= co 为 
f(z) 的 可 去 奇 点 、 极 点 〈m 级 )、 本 性 奇 点 如果 z= oo 是 (2) 
的 可 去 奇 点 ， 我 们 也 称 f (2) 在 z = % 是 解析 的 . 
由 前 面 1) 一 3) 的 讨论 可 知 ，z = co 分 别 是 f(z) 的 可 去 奇 点 、 
极点 、 本 和 性 奇 点 ， 即 lim f(z) 有 穷 、 无 穷 、 不 存在 亦 即 


f(z) 在 z= co 邻 域 内 的 Laurent 展 式 的 系数 c,(n=1,2,…) 全 为 
等 、 只 有 有 穷 多 个 不 为 过 、 有 无 穷 多 个 不 为 者， 因此 ， 
1) 当 z= % 是 f(z) 的 可 去 奇 点 时 ， z 


CI Cc. 
+ 一 
之 之 


f(z2)=co+ 二 


特别 地 ， 落 


co=jco)=c-=…=c ni =0, C_wsse0， 


则 称 z = % 是 f(z) 的 一 个 m 级 家 点 ， 这 时 


1 1 1 
f(z) = Br(cntorcnr +t) (2) 9 


其 中 f 1(z) 在 z = % 解 析 ， 日 f 1(%) 半 0， 
2)” 当 z= oo 是 f(z) 的 m 级 极点 时 ， 


C- 
f(2)= 2 toiz+e2 +.+tcn2", cnSe0, 


站 


f(z)= 2"(c, + + 7)=2"f2(2), 


L 一 上 
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其 中 f(z) 在 z= co 解析 ， 且 (co) 关 0。 
3) 当 z = % 是 f(z) 的 本 性 奇 点 时 ， 


tO 


f(z)= 》， + cz2"。 
nl 


姑 二 用 


3. 整 夯 数 与 亚 纯 夯 数 


在 页 数 1(z) 在 有 穷 平 面 C 寺 解析， 则 称 f(z) 是 一 整 沙 数 . 对 
于 一 个 整 钞 数 1(z)， 它 的 Taylor 展 式 


f(2)= Dc.2" (59) 
4 二 必 


在 C 上 成 立 , 另 一 方面 ，z = co 是 帮 z) 的 弧 立 奇 点 ， 由 Laurent 展 
式 的 唯一 性 ，(59) 也 是 f(z) 在 无 窃 远 点 邻 域内 的 Laurent 展 式 ， 
若 z = co 是 f(z) 的 可 去 琳 点 ， 或 者 说 f(z) 在 z = co 解析 ， 由 1) 
可 得 ，c ,=0 (nn 之 1)， 闭 和 勾 f(z) 一 定 是 一 个 常数 ， 所 以 我 们 有 如 
下 的 定理 ， 

定理 4 若 画 数 /(z) 在 Cs。 上 解析 ， 则 f(z) 必 为 常数 ， 

若 > = oo 是 f(z) 的 一 个 m 级 极点 。 那么 c。=0 (n>m)，f(z) 
是 一 个 m 次 多 项 式 ， 

f(z2)=co+ci2+C,22+ .+ Cn2", cas0。 
若 z = ce 是 帮 z) 的 一 个 本 性 奇 点 ， 那 么 
f(z2)=cot+cizt.…+cC,2"+.， 

其 中 c,(n 之 1) 有 无 穷 多 个 不 为 雳 . 在 这 种 情况 下 ， 我 们 称 f(z) 
是 超越 整 画 数 . 例如 e*，sinz，cosz 等 等 都 是 超越 整 沙 数 ， 

总 之 ， 一 个 整 夯 数 ， 根 据 z = ce 是 它 的 可 去 奇 点 、 极 点 (m 
级 ;、 本 性 奇 点 ， 就 决定 它 是 弟 数 、 多 项 式 (m 次 ) 或 者 是 超越 整 
洲 数 . 

若 豆 数 1(z) 在 有 穷 平 面 C 上 最多 除去 极点 外 ， 没 有 其 他 的 奇 
点 ， 则 称 1(2) 是 一 个 亚 纯 函数 . 特别 地 ， 整 熙 数 是 亚 纯 画 数 .。 有 
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理沙 数 


1(2) = Ce 
是 亚 纯 函 数 ， 其 中 已 ,(z)，Q。(z) 是 两 个 证 约 多 项 式 ， 
P.(2)=a, +G/2+.……+G,.2", dS<(0, 
z Q,(2)=b, +hbi2z+...+b,2", be<0. 


Q.(z>) 的 圭 点 是 斤 z) 的 极点 ， 在 C 上 除去 这 有 穷 个 极点 外 ，f(2) 
是 解析 的 。 因为 


1 ， 。， 
f (2) = rm- ‘Oy 


所 以 


有 和 二 1 


lim f(z)= n>rms 


， nN 之 mm。 


即 z = co 或 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 或 是 f(z) 的 极点 . 

下 面 的 定理 说 明 其 阁 亦 里 . 

定理 5 若 z = co 是 亚 纯 画 数 1(z) 的 可 去 奇 点 或 极点 , 则 f(z) 
必 是 有 理 丙 数 ， 

证 明 由 于 z = co 是 /(z) 的 可 去 奇 点 或 极点 ， 所 以 存在 正 数 

使 得 F(z) 在 R<lz |K + co 内 解析 . 没 它 在 2=oo 领域 内 

Laurent 展 式 的 主要 部 分 为 P(z). 当 z = %% 是 f(z) 的 可 去 奇 点 时 ， 
P(z) 寺 0; 当 z = ce 是 三 (z) 的 极点 时 ， 己 (z) 是 一 多 项 式 ， 

在 圆 | z | 委员 上 ，(z) 只 能 有 有 穷 多 个 极点 由， 因为， 假如 
ff(z) 有 无 穷 多 个 极点 ， 那么 由 Bolzano- Weierstrass 定 理 ， 这 无 穷 
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一 般 地 ， 在 任意 有 界 域 D 内 ，/(z) 只 能 有 有 穷 多 个 极点 . 


多 个 极点 必 有 一 个 极 限 点 zuo，z0 在 闭 圆 | z [<R 上 .显然 ,. zo 就 
是 f(z) 的 一 个 非 孤 立 奇 点 了 ， 但 这 让 个 避 能 的 ， 因 为 f(z) 是 亚 
纯 函 数 ， 

没 z1;2z，…，24 是 1(2) 的 极点 。 在 2，(i=1,2,…,k) 的 邻 
域内 f(z) 的 Laurent 展 式 的 主要 部 分 为 


) Cn, 
at er 人 


解析 部 分 为 (z) (f=1,2,:- 。 于 是 ， 画 数 


多，(z) = 一 < 


F(z)=f(2)~P(z)- 2, (2) 


在 Cs。 上 除去 z1;24，…,2z4; co 外 是 解析 的 ， 而 且 ， 这 些 点 是 严 (z) 
的 可 去 奇 点 ， 事 实 上 ， 当 zz>, 有时， 
lim (f(z) 一 9(z)》)= 9 (zi)。 


而 2 go(z) - P(z) 在 z, 是 解析 的 , 所 以 lim 户 (z) 存在 (有 穷 )， 
在 2 = o0,f(2) - P(z) 是 1(z) 在 z= on 名城 内 aurent 展 式 的 解 
析 部 分 ， 所 以 lim (f(z) - P(z)) 有 穷 ， 而 lim 9%,(z)=0， 于 
是 ，!im 玉 (z) 有 穷 ， 忆 (z) 在 C。 上 解析 . 根据 定理 4， F(z)=C 
(第 数 )， 即 

f(z2)=C+P(2)+ pa). 


故 1(z) 是 有 理 阔 数 ， 
从 上 面 我 们 可 以 看 出 ， 任 意 一 个 有 理 画 数 ， 总 可 以 分 解 为 部 
分 分 式 ， 并 且 这 种 分 解 是 唯一 的 、 
除去 有 理 画 数 外 的 其 他 亚 纯 画 数 ， 称 为 超越 亚 纯 画 数 。 由 定 
理 5， 对 于 超越 亚 纯 画 数 来 说 ，z = co 或 者 是 它 的 一 个 本 性 奇 点 ， 
如 e” ,sinz 等 等 ， 或 者 是 它 的 极点 的 极限 点 ， 如 1/(e’ 一 1),tanz 
等 等 . 
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习 题 


1。 将 下 列 函 数 在 指定 的 域内 展 为 Laurent 级 数 : 
1 
(1) Zi i)? 0<|z-1i<1; 
1 0<|z-2|<1, 0<|2-1|<1, 
(2) 一 一 一 一 一， 
(1 1<zl<2， 2<zl<+cos 
2 一 1 . 
(3) CET)2i a) 2<| z |< 3， 3< | z |< + coy 
(0 log(- 全 )， maxdeh 15D<lzIK+eo 
1 
(5) el ， 1<|z|<+eco (前 四 项 )， 
1 
(6) zze"*， 0<jz|<+cos 
(7) sin 一 ， 0<|z-1KKC+oo 
(8) YY 到 二 区 一 (在 1<z<2 上 虐 部 为 正 的 )， 
“1<|z|<2. 
， 下 列 亢 数 是 否 可 以 在 指定 点 的 邻 域内 展 为 Laurent 级 数 ， 
Ci) co0s——， 2 = 00; 
(2) tanz, 2=00; 
Log[(z ~ 1)(z-2)), 2 = co 


22 
sn)? 270 
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9 过 二 CO 
(6) 3/ (z—-1)(z~2)(z ~ 3), Z= co 


安 ss 
DV Gr -~ 


3。 下 列 阔 数 有 嘟 类 否 点 ， 若 是 极点 ， 求 出 其 级 ， 


i 


1 Bl- 
(1) sinz ~ cosz ’ (2) 2 
1 
(3) sin 一 > (4) tan 2。 


4。 若 zo 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 且 f(z) 半 0， 则 zo 也 是 1/ f(z) 
的 本 性 奇 点 ， 


* (¢-1 
5。 画 数 e 了 (人 陪 ) 在 E =0 的 Laurent 展 式 中 的 系数 称 作 
Bessel]j 画 数 / .(z)(2 之 0)。 求 证 
J .(z) = 二 cos(n0 ~ zsin0 }do 
0 


De (—1)" > +2 
-2 kl(nt+k)! 二) 
6。 若是 函数 = f(z) 的 本 性 奇 点 ， 且 PC(6) 是 非 常数 多 项 


式 ， 则 a 是 PCf(2z)) 的 本 性 奇 点 ， 
7。 设 亚 纯 函 数 f(z) 在 扩充 平面 上 只 有 两 个 极点 z= -1 


是 它 的 一 级 极点 ， 其 主要 部 分 是 一 + 一，z = 2 是 它 的 二 级 极点 ， 


i 量 f(o) = -全 求 /(z) 在 


(2z 一 


其 主要 部 分 是 一 一 十 


1<| z | 之 2 的 Laurent 展 式 ，。 
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8. 证 明 


(1) -p> 与 h(2) =- 二 一 在 整数 点 的 邻 域内 有 
相同 的 主要 部 分 ; 
(2) 9g(z) i 在 C 上 有 界 , 由 此 推出 


= - ty (z 一 本 。 
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第 五 章 ” 留 数 定理 及 其 应 用 


留 数 构 念 是 复 变 画 数 论 中 的 重要 概念 之 一 ， 它 有 着 广泛 的 位 
用 ,本章 先 斤 述 有 关 留 数 的 一 般 理 论 ， 然 后 给 出 它 的 一 些 应 用 ， 


$ 1 留 数 定理 


1。 留 数 的 定义 与 计算 
设 画 数 1(z) 在 0 过 | z -oj 内 解析，c 是 帮 z) 的 弧 冯 奇 点 。 
画 数 矿 z) 在 扳 立 奇 点 的 留 数 ， 记 作 Res(f ,a)， 定 义 为 
Res (f,a)= 二 | i f(z)dz, (1) 


271 


其 中 0 之 p<r. 根据 前 一 章 3 3 的 定理 2, fz) 在 a 点 的 邻 域内 可 展 
为 Laurent 级 数 


0 


f(z2)= 》， c.(z- a)", 


其 中 
c= 3 rd 
因此 
Res(f,o = lr ,fadz=e.. (2) 


若 z2 = ee 是 所 z) 的 孤立 调 点 ， 即 厂 z) 在 RZIz | 之 + % 内 解析 ， 
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我 们 定义 1(z) 在 z2 = co 的 留 数 为 


Res(f,c0)= — | 上 ,f(z)dz, ( 3) 


271 


其 中 R<p< + oo， 由 于 f(z) 在 z = co 邻 域内 可 展 为 Laurent 级 数 
f(z)= y Cu2 本 


其 中 
c= | 1(2) js, 
2n1 | >1=o 之 
所 以 
Res(F co) =- - L | f(z)dz= -ci (4) 
27n1 izl=P 


于 是 ， 如 果 我 们 知道 夯 数 f(z) 在 孤立 奇 点 2 = a (有 和 穷 或 无 穷 ) 
的 Laurent 展 式 ， 那 么 我 们 就 知道 /(z) 在 co 点 的 留 数 . 

车 a 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 用 ass co， WIRes(f ,a)=0; 但 是 ， 
车 = coo， 那么 Res( fa) 不 一 定 为 规 . 比如 ，f(z)=1+-， 它 


在 无 穷 远 点 的 留 数 是 -1， 尽 管 1(z) 在 2 = co 是 解析 的 ， 
丰 4 半 %% 是 1(2z) 的 m(m 之 1) 级 极点 ， 那 么 f(z) 在 a 点 的 留 数 
可 以 由 下 面 的 方法 简便 地 求 出 。 这 时 f(z) 在 a 点 邻 域内 可 写成 


f(z)= g(2), (5) 


1 
(ZzZ— a)" 
其 中 g(z) 在 a 点 是 解析 的 ， 且 g(a) 六 0，g(z) 在 a 点 的 邻 域内 可 展 
为 Taylor 级 数 
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g(z) = Dg' "(0) (z -a)". 


州 之 站 和 


于 是 


Res(f,a)=c_!= g'"-1i(g). (6) 


1 _ 
(m-1)1 
若 将 9(z) 的 Taylor 展 式 代 入 (5) 式 中 

(> 一 G)” f(2) = 9(0) = DL 2 (2-0)", 
等 式 两 边 微 南 m 一 1 次， 并 全 z 六 a， 我 们 就 得 到 g'"-1)(g), 所 
以 


Res (f,a)= dz)" f(z)}. (7) 


i 
(m— 1)1! +a mm -1 Wi 
特别 是 ， 当 m = 1 时 ， 


Res(f,a)=g(a) = lim (z -a)f(2z). C8) 
2。 留 数 定理 
下 面 我 们 来 叙述 关于 留 数 的 基本 定理 . 


定理 1 设 ? 是 可 求 长 简单 闭 曲 线 . 若 画 数 1(z) 在 ? 的 内 部 D 
中 除去 z1,z2，…,2z。 外 是 解析 的 ， 21;22，-…，2Zs 是 (2) 的 白 立 奇 


点 ， 并 且 .f(z) 在 闭 域 D 上 除去 z1,z2,…,2, 外 是 连续 的 ， 则 
人 fz dz=2niy Res(f,z,). (9) 


证 明 ”在 避 内 以 z, (k= 1,2,…,n) 为 中 心 作 一 小 圆周 7Y,， 使 
得 每 一 个 7 ,都 在 其 余 圆 周 的 外 部 ， 由 第 三 章 $ 2 的 定理 3， 


| f{ (2) dz= 守 | f(z)dz. 
7 1 Yh 
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但 是 按 留 数 定义 
| f(z2) dz = 2ri Res(f ,2,), 


所 以 (9) 式 得 证 ， 
注意 ， 如 果 D 是 由 m 个 可 求 长 简单 闭 曲 线 所 范围 的 域 ， f(z) 
仍然 满足 定理 1 的 条 件 ， 则 上 述 公 式 (9) 仍 然 成 立 . 这 里 7 不 是 组 
成 六 的 边界 的 和 条 可 求 长 简单 财 曲 线 ， 其 方向 对 于 已 来 项 是 正 问 . 
定理 2 ” 若 函 数 帮 >) 在 C 上 除去 点 z1,z2，…z 外 是 解析 的 ， 
则 f(z) 在 所 有 孤立 奇 点 (包括 z= % 在 内 〉 的 留 数 之 和 为 零 ， 即 
S Res(f,2,)+Res(f,0)=0. (10) 


证 明 ”以 原点 为 中 心 ， 作 半径 为 尺 的 充分 大 的 圆周 7， 使 得 ? 
的 内 部 包含 21,22，,…,2，。 由 定理 1， 


| Fz)dz=2xxi>》，Res( 太 zi)。 


kml 


lr { f(z)dz= 一 Res(f,), 


所 以 立即 得 到 (10) 式 .定理 证 毕 . 


例 ] f(z) = 一 ze'"',mxe0 是 实 常数 ,z= 土 是 1(2) 的 


一 级 极点 ，z = % 是 f(z) 的 本 性 奇 点 . 


Res = CE 一 2 St ”于 
(fi) 2Z+1 l= 21 2 7 
Res(f,-i)=® - = -一 en， 

Zt |:=-: 2 


Res(f,;%)= ~ Res(f ,i)— Res(f,—-1i)= -ishm, 
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_112 
例 ? f (2) = sy 其 中 acB = 1， as 有 1 asp 


是 f(z) 的 一 级 极点 ，z = 0 是 f(z) 的 2 级 极点 ，f (2) 在 z = co 解 
析 、。 


2 2 
Restf ,0) = B02 By 


Res(f,8)=-2 -DD . 


(B21)2 
BO 


为 了 求 出 f(z) 在 点 z = 0 的 留 数 ， 我 们 只 要 求 出 一 5 


Bb)(z-a) 
在 点 z = 0 的 Taylor 展 式 中 的 一 次 项 条 数 


(22 一 1)2 
(z—-a)(z-— pb) 


=- 1 __! ) 
CQ 一 z-C 2z-pb 


由 此 定 出 一 欢 项 的 系数 为 一 一 广 


Res(f ,0) =a+pb., 
由 (10) 式 ， 
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Res(f,%0)= - (a+p)., 


例 3 f(z)= Tr 2 1 是 f(z) 的 3 级 极 操 ，2 = co 
是 f(z) 的 本 性 硼 点 . 
da 
Res(f, D= 7 J 22 (sin 22) 2, 


= —2sin( ~— 2) = 2sin2., 
Res(f ,co)= — 2sin2. 
1 


例 | f(z)= -2 ， z=1 是 f(z) 的 一 级 极点 z=0 是 f(z) 


1—2&” 


的 本 性 奇 点 ，2 = c 是 jz) 的 一 级 看 点 。 


_ 
Res(f,1)=-e” 一 一 人 Cn 


由 于 当 |z| 充 分 大 时 ， 
1 1 1 
1(z2)=- = 1 6 
1—- 二 
2 
1 1 1 \ 
1 1,... i111 1 
li+i+ )i+ 土 + z2 ); 
所 以 
Res(f,%)=1, 


Res(f,0)= ~ Res(f,1)- Res(f ,00)=e-1. 
从 上 面 儿 个 例子 看 出 ， 如 画 数 1(z) 满 足 定理 2 的 条 件 ， 当 求 
f (>z) 在 各 孤立 奇 点 的 留 数 时 ， 我 们 总 是 和 匈 求 出 比较 容易 计算 的 孤 
立 奇 点 的 留 数 ， 然 后 利用 (10) 式 便 可 求 出 较 难 计算 的 留 数 .当然 ， 
如 果 有 好 几 个 点 上 的 留 数 都 比较 难 计 算 ， 则 仍 无 法 利用 (10) 式 ， 


习 题 


1、 设 画 数 p(z)，y(2) 在 点 z = a 是 解析 的 ，9 (a)0，2=4a 
是 (2) 的 一 级 霸 点 ,证 明 画 数 1(z) = (2z)/Y%(2) 在 点 z = a 的 留 数 
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R _ pa) 
es(f(2z),a) pray 


2， 求 下 列 函 数 在 狐 冯 奇 点 (包括 无 穷 远 点 ， 如 果 它 是 孤 了 奇 
上 氮 ) 的 留 数 ， 


(1) -二 5 (2) [Cszan 是 正 整数 )， 
(3) 2 (0 (7 是 正 整数 ); 

(5) 5 (6) 7 (ax0,n 为 正 整 数 )， 
(7) 元 (8) sin 一 一 


(9) z3cos pl (10) cot?zs 
e” e”” 
(11) zz-1)! (12) z2 +]* 


3。 求 下 列 阔 数 在 指定 点 的 留 数 ; 


(1) — 02 (axpB,Px0), z=0; 


23sinOz 
1 
(2) (] + 22) "ti? 之 三 了 
(3) Log- 二 一 交 (axb), z=00} 
1 一 
(4) -二 -erLog 工 -cz (uxp), z=0. 


1~- bz 


z2 
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设 C 为 可 求 长 简单 闭 曲线 ， 其 内 部 娓 包含 点 z = 0,f(2) 与 
g(z) 在 DD 内 是 解析 的 ， 在 DD 上 连续 ，g(z) 在 内 只 有 简单 霉 点 
0 G0 (1=1,2,.…,1), 求 


1 f (2) 
2N1J .2° gq(2) 


5 。 设 画 数 1(z)， 9(z) 企 点 z = a 是 解析 的 ， f (a)0, 之 三 0 


是 g(z) 的 2 级 零点 ， 求 Res( 二 f (2) Jo 


6。 若 z ,是 f(z) = -一 一 一 一 的 极点 (cs0)， 则 


i 4 


Res(f(z2), 2,)= -二 。 


7. 若 帮 zz) 是 奇 画 数 ， 则 Res( 太 ,ca) = Res(f, -a)， 若 f(z) 是 
偶 画 数 ， 则 Res(f,a)= - Res(f, - a)， 

8。 若 函数 广 (z) 在 C 上 除去 z = 0,; -1, 一 2,… 外 是 解析 的 ,这 
些 点 是 六 (2z) 的 一 级 极点 ， 昌 (1)= 1,， (z+1) =z 六 CCz)， 则 


Res( 矿 (>z)， _-n) =" 
nl 


9. 设 z， =-(n+ 1)a, f(z) 在 包含 实 轴 的 域内 是 解析 的 ， 
求证 
Res( -大 3 ,2, )=f' Cz.). 


10， 求 下 列 积分 : 


dz 
] < 
(1) 1 z3(2z1° — 2) 1 
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| dz ， 
-一 b,， ,| b li, g 正 整 
(21 上 本 "为 


数 ) 


《3 ) {eosreosCng -sinb)dg (1 是 整数 )， 
0 
提示 ， 同时 考虑 | ecoso sin (nO -sin0)q03 


(4) | oo -二 ， 1 之 RI3 之 n+1，1 为 正 整 数 ， 


er" 1 


(5) | Vb)dze (os 的，R>max(al 


121)， 其 中 平方 根 的 分 支 是 ， 在 无 穷 远 邻 域内 为 >z+ 0(1)， 


-dz (axb), R>max(| a |,| 6b 1), 


(6) 的 z"Log— 


n 是 正 整 数 ， 

11 ， 设 画 数 1(z) 在 z = % 是 解析 的 ， 求 Res(f?(z), co). 

12， 设 p(z) 在 点 2 = a 是 解析 的 ， 且 8g ‘(9) 闪 0， 点 6&0 = (a) 
是 函数 (6) 的 简单 极点 ， 其 留 数 为 4， 求 Res(fLgp(z)],a). 

13。 设 ?是 一 条 可 求 长 简单 闭 曲 线 ，D 是 ?的 内 部 , 阔 数 (2z) 
在 D 内 除 极 点 41 ,42，…， a, 外 是 解析 的 ， 在 DD 上 除 G1yC2，…， Cn 
外 是 连续 的 ，% (2) 是 f(z) 在 4a; (j=1,2,…,hn)〉 邻 域内 Laurent 
展 式 的 主要 部 分 ， 证 明 


5 ,4 FF 二 adc= zz)- yy, (2z). 


2 7 py 
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Loni 


14， 设 ?是 抛物 线 2x = y2， 方 向 为 y 的 埠 加 方向 ， 1A1+>2 
是 在 正 实 轴 上 取 正 实数 的 那个 分 支 ， 证 明 


d 
J = 1+V2. 


» (24+1) WV 22+1 


$ 2 留 数 定理 对 亚 纯 函 数 的 应 用 . 幅 角 
原理 与 Rouche 定 理 


我 们 称 画 数 1(z) 在 域 D 内 是 亚 纯 的 , 如 果 f (2z) 在 DD 内 除去 一 
些 极点 外 是 解析 的 . 这些 极点 可 能 是 有 穷 多 个 ， 也 可 能 是 无 穷 多 
个 。 不过， 在 无 穷 多 个 极点 的 情形 下 ， 它 们 不 可 能 有 属于 万 内 的 
极限 点 〈 见 第 四 章 8 3 定理 5 的 证 明 ). 因此 ， 若 d 是 万 内 的 有 界 
子 域 ， 其 边界 也 属于 D， 则 亚 纯 画 数 f(z) 在 d 内 只 有 有 和 穷 多 个 极 
点 此外， 由 唯一 性 定理 ，f(z) 在 d 内 的 零点 也 只 能 有 有 穷 多 
个 . : 
定理 1 ” 若 画 数 /(z) 是 域 刀 内 的 亚 纯 函数 ，? 是 万 内 的 可 求 长 
简单 闭 曲 线 ， 其 内 部 也 属于 D，as Ch=1,2,…,n) 和 b) (j= 1,2， 
…,m) 分 别 是 f(z) 在 ?内 部 的 寺 点 和 极点 ，f (2z) 在 ?7 上 没有 零点 
和 极点 ， 画 数 p(z) 在 DD 内 解析 ， 则 


1 f’ (2) ),_ ~ _p 
Zn [oa) Fa) 42= P04) Bip (bi), 


(11) 


其 中 a 是 f(z) 在 秀 点 a 的 级 ，B ;是 f(z) 在 极点 b; 的 级 . 
证 明 设 f(z)=9(z)f'(z2)/f(z)，F(z) 在 ?的 内 部 d 除 a， 


和 6b; 外 是 解析 的 ， 并 且 在 4 上 除去 a, ,6b; 和 外 连续 ， 由 留 数 定理 ， 
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= 了， Res(F(z),a,)+ 5 Res(F.,b,). (12) 


在 dg 内 以 ac 为 中 心 作 小 圆 | z -a; | 和 0o， 在 这 个 小 圆 内 ， 
f(2)= (2-a,)" 9902)，9g(ae) 关 0， 
求 微 丙 得 到 
大 (z)=ans(z-a) il 9(2)+(z-a) "rg (2z)。 
所 以 在 0 过 | z 一 a; |<6 内 (由 9(z) 的 连续 性 ,不 妨 设 在 贺 |z- a， 
过 0 内 g(z) 闪 0)， 
1’(2)_ a +9 (2) 
f(z) zz—-a, 9(z) 
这 表明 ， 不 管 a 是 f(z) 的 几 级 霉 点 ，a; 总 是 贡 数 f(z)/f(z) 的 
一 级 极点 ， 其 留 数 等 于 a ，，. 
另 一 方面 ， 在 圆 |z - as|<9 内 ， 
(2)=P(0) +t (2 G0) (G0.) 十 … 
=9(0)+ (2— a)91(2), 
其 中 g1(z) 在 | z -a | 之 6 内 是 解析 的 所 以 在 0 之 1 z- as |<6 内 


f(z2)_ apla,) 
Fez) = + A(Z), 


9 (2) 


f 
其 中 4(2) = aig1(z) + 9(z)- 了 5 在 加 | z- as | 之 6 内 是 解析 


的 。 于 是 
Res(F ,a,)=a.p(la,), (13) 
在 以 bj; 为 中 心 的 小 圆 环 0 之 | z - 5b; | 过 6 内 


_ h(iz) 
f(2) = 一 5 57， 
h(z) 在 圆 | z ~ 0 | 去 6 内 是 解析 的 ， 且 Ap ) 关 0。 因 为 
f(z2)= -Bih(2z) h’(2) 


(z—b;,)ri+! (> 一 bi) 
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所 以 在 0<| z- 2 |<6 内 ， 
f’(2)_._ Pp ,h’(z) 
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f(z) z-b; hz) 
它 表 明 , 不 管 by 是 f(z) 的 几 级 极点 ，z = bp 总 是 函数 广 (z)7 (2) 
的 一 级 极点 ， 其 留 数 等 于 - B86,. 在 圆 |z -6b, | 之 6 内 ， 
p(2)=9(0,)+(2— 0;,)9.(2), 
其 中 p:(z) 在 | z -6b; | 之 6 内 是 解析 的 ,所 以 在 0 过 | z - bj | 之 6 内 ， 


f(z2)_. bi 
f(z) 2z—b, 


Pp(2) pb;,)+nu(2z), 


h’ (2z) 


其 = 一 
其 中 AL(z) 922:(2)+D(Cz) Rez 


在 |z-5b 1<6 内 是 解析 


的 .于 是 
Res(F,b,)= -Pp,o(b,). (14) 
将 (13),(14) 式 代入 (12) 式 ， 立 即 得 到 (11) 式 .定理 证 毕 ， 
在 公式 (11) 中 ， 帮 爸 gp(z)=z， 则 


1 zf’(z2) ,,_~ 
二 f (2) dz= 2 Qed Bb,-. (15) 


上 式 右 边 的 第 一 个 和 数 表 示 f(z) 在 ?内 部 的 雾 点 之 和 ， 第 二 个 和 
数 表 示 f(z) 在 ?内 部 的 极点 之 和 ， 
在 (11) 式 中 ， 若 今 p(0z) 和 王 1， 则 


1 f(z2) Ar 
yr | dz=N-P, 


其 中 是 f(z) 在 ?内 部 的 守 点 个 数 江 a,，P 是 f(z) 在 ? 内 部 的 


SS1 


极点 个 数 半 68,， 因 此 ， 我 们 有 ; 


定理 2 若 责 数 1(z) 在 域 D 内 亚 纯 ，? 是 DD 内 的 可 求 长 简单 闭 
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曲线 ， 其 内 部 属于 忆 ， 帮 z) 在 ”上 没有 零点 和 极点 ， 则 


_ f (2) 
N-P= | Fe) cs， (16) 


其 中 入 ，P 分 别 是 f(z) 在 ?内 部 的 寺 点 个 数 与 极点 个 数 、 
定理 2 称 为 幅 角 原理 ， 其 几何 意义 是 ， 有 瞎 照 w= f(z) 把 ?有 映 

为 w 平 面 上 可 求 长 曲线 全 ,w= 本 (12) = f17(1)] ,at 所 pb， 由 于 
f(z) 六 0，zEY7， 所 以 厂 不 过 原点 (图 5-1). 于 是 四 
1 1’(2) J) . 1 dw 


一 本 . MM 1 
2nxiJ » f(z) nije (17) 


图 5-1 


我 们 已 知 ， 当 大 是 一 条 可 求 长 简单 闭 曲线 时 ， 在 全 内 部 含有 原点 
的 情况 下 ，(17) 式 右边 的 积分 为 1 在 厂 内 部 不 含有 原点 的 情况 
下 ， 积 分 为 雾 . 一 般 地 ， 当 三 是 任意 不 过 原点 的 可 求 长 闭 曲线 


时 ，-L- | -2 等 于 太 绕 原点 的 图 数 《 称 为 矿 关于 原点 的 环绕 


2 71 
次 数 ) 也 就 是 当 zw 沿 六 连续 变化 时 ， 等 于 它 的 幅 角 的 境 量 除 以 2z 
2 ArArgw = 二 A,Argf (2z)。 
因此 z 
N_-P-= li- A,Argf(z). (18) 
四 2 ， 
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幅 和 角 原 理由 此 而 得 名 ， . 
特别 地 ， 若 沙 数 1(z) 在 DD 内 解析 ， 则 f(z) 在 ? 内 部 的 需 点 个 
数 


= edz. : (19) 

现在 我 们 从 幅 角 原理 推出 下 述 重 要 的 Rouche 定理 . 

定理 3 (CRouche) ” 设 ? 是 域 品 内 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 ， 其 浴 
部 属于 如 .车 事 数 1(z)，g(z) 在 域 D 内 解析 ， 在 7 上 满足 条 件 

| f(z2)- gtz)l < fz) jl (20) 
则 f(z) 和 g(z) 在 ?内 部 有 相间 的 零点 个 数 ， 

证 明 由 (20) 式 , 在 ”上 | f(z) | 之 0, 同样 ,g(z) 在 7 上 也 不 
为 先 。 因 为， 若 不 然 ,，g(z0o) =0，2zoE7?7， 则 由 (20) 式 | f(z,)| 
<| f(z0o) |， 这 就 矛盾 了 ， 

设 1(z),g(z) 在 Y 内 部 的 零点 个 数 分 别 为 AN， 由 幅 角 
原理 得 到 


1 f’(z) 
N/, = F371 , Fy 92， 
-nr 1 9’ (2z) 
Ns,= or Of(Z) 02， 
所 以 
-1 g’(2) £2 ) 
N, -N=- 2 ( g(z) f(z) dz 
1 地 一 了 9 dz 
2ni 9 
-fo 方 ”，， 
zj, gf 


之 


若 设 严 (z) = 3， 则 


一 181 一 


_ 1 人 了 (>z) 
Ns-N, 29ant , FY) 


由 (20) 式 ， 在 Y 上 ， 
: | F(z) -1|<1. (21) 
当 z 描画 出 ?时 ，w = 下 (z) 描 画 出 闭 曲 线 矿 由 (21) 式 ， 
位 于 圆 | w -1 | 之 1 内 (图 5-2)。 因 此 矿 关 于 原点 的 环绕 次 数 为 奢 ， 
所 以 


1 F’/(2z) 1 dw 
Ns- N= 9xiJ ,FF (2z) dz orf 广 Ww 0， 


N,=N,. 


下 面 两 个 定理 可 以 看 作 是 Rouche 定 理 的 推论 ， 

定理 4 ” 若 画 数 1(z) 在 域 D 内 解析 ，w。 = f(zo)，zoED 是 
f(z) -wo 的 mm 级 零点 ， 则 对 于 充分 小 的 p>>0， 存在 6 之 0, 使 得 对 
于 圆 |w -ww | 发 6 内 的 每 一 个 4， 画 数 f(z) 一 4 在 | z -zo|<p 
内 恰 有 mm 个 雳 点 ， 

证 明 ”z, 是 历数 1(z) - Fzo) 的 级 老 点 ， 由 堵 点 孤立 性 ， 
存在 p 之 0, 使 得 在 属于 DD 的 闭 圆 | z - zo | 三 p 上 ，f(z) 一 f(z0o) 除 
去 zo 外 疫 有 其 他 的 需 点 ， 在 | 2 - zo |= Pp 上 
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| f(z)- f(z0) |26 (6>0). 
于 是 对 于 | w -~ we | 之 6 内 的 任意 4， 当 | z - zo | = Pp 时 ， 
| A-wo |<| f(z)- f(z0) 1 
j 
| f(z2) -f(z20)- (f(z2)- A) <i f(z)- f(z,)|. 
由 Rovché 定理 ，f(z) -A 和 f(z) -f(zo), 在 加 | z -~ z。 | 之 p 内 
有 相同 个 数 的 需 点 ，f(z) - f(zo) 在 | z ~ zej< po 内 恰 有 六 个 相 重 
的 喜 点 ， 因 此 f(z) - 4 在 | z 一 zo | 之 p 也 有 m 个 宪 点 .定理 证 毕 . 
注意 ， 如 果 我 们 取 p 充 分 小 ， 使 得 在 | z ~ z。 | 之 p 内 ， 除 去 点 
zo 外 ， 上 户 (z)s0, 那 么 这 有 时， f (2) -A (4suwo) 在 | 之 一 之 9 [<p 
内 的 m 个 才 点 只 能 是 简单 零点 , 因为 对 于 这 些 霸 点 ，( (2z)- A)’ 
= f’(z)N0, 
定理 5(Hurwitz) 若 画 数 序列 f,(z)(n=1,2,…) 在 域 已 内 
是 解析 的 ， 并 且 在 已 内 闭 一 致 收敛 到 不 恒 为 雳 的 函数 z)，7? 是 
已 内 可 求 长 简单 闭 曰 线 ， 其 内 部 属于 已， 用 不 经 过 / 帮 z) 的 要 操 ， 
则 存在 正 整数 N， 使 得 当 n 之 入 时 ,在 7 内 部 1 ,(z) 和 f(z) 有 相同 
个 数 的 寺 点 。 
证 明 首先 ， 由 Weierstrass 定 理 知 ，f(z) 在 D 内 是 解析 的 ， 
因为 1(z) 在 ?上 不 为 下， 所 以 
| f{2) | 宕 a >0, 2zEY, 
另 一 方面 ，f (z) 在 ?上 一 致 收敛 到 大 z)， 所 以 存在 正 整 数 NN， 
使 得 当 n 之 和 NN 时 ， 在 Y 上 
| fC(2)- f(z) |<a. 
于 是 ， 当 nn 之 入 上 时， 在 ?上 
| f(z2)-f.(2) | 二 | f(z)1. 
由 Roucht 定 理 ， 在 ?内 部 ，f,(z2) (mn 之 NN) 和 f(z) 有 相同 的 霉 
点 个 数 .定理 证 毕 ， 
定理 6 ” 攻 画 数 序列 f(z) 在 域 D 内 单 叶 解析 ， 并 且 在 DD 内 闭 
一 致 收敛 到 茵 数 1(z)，f(2) 不 为 重 数 ， 则 f(z) 在 DD 内 单 叶 解析 . 
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证 明 由 Weierstrass 定 理 ，f(z) 在 局 内 解析 .假如 (2) 在 D 
内 不 是 单 叶 的 ， 那 么 在 D 内 存在 两 点 z1,22，21 六 2z2, 使 得 
f(z21)= 了 (za2)。 

F(z)=f(2)- f(z1). 
z1，22 是 上 (z) 的 才 点 ， 但 了 (zg) 不 恒 为 零 ， 所 以 在 D 内 有 两 个 小 
圆 c1 ,cz 分别 以 z1,zz 为 圆心 ， 且 一 个 在 另 一 个 的 外 部 ，(z) 在 
“Cc13C2 内 除去 z1,z2 外 没有 其 他 霉 点 ， 

另 一 方面 ， 函 数 序列 
F(z2)=/,.(2)- f(z1) 
在 D 内 闭 一 致 收敛 到 了 (z)。 由 Hurwitz 定 理 , 有 一 正 整 数 入 ,使 
得 当 n 之 NN 时 ， 画 数 政 ,(z) 在 c1,cz 内 都 至 少 有 一 个 盘点 ， 所 以 在 
DD 内 有 2z1,2s (z1 半 zi) 使 得 
f.(21)=f,(272)= f(z1). 
这 与 沙 数 1,(z) 在 DD 内 单 叶 相 矛 朱 ，。 定 理 证 毕 ， 
例 1 应 用 Rouche 定 理 证 明代 数 基本 定理 ,+ 次 代数 方程 
p(2)=aG02"+a12" i+ +aG,=0, G00 


恰 有 n 个 根 ， | 
证 明 因为 lim p(z) = co， 所 以 存在 正 数 尺 ， 使 得 当 | z | 
之 R 时 ，| p(z)| >>1， 于 是 在 | z | 之 R 没 有 p(z) 的 霉 点 . 又 由 


_pP(2) -1+ -91 1 
Go2 Qo Qo 


他 0 
二 十 ，， 十 i 
4 


可 知 ，lim- 台 2 =1, 所 以 存在 充分 大 的 正 数 , 不 访 设 就 是 尺 ， 使 
得 当 | z |= R 时 ， 有 
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| pz) ~ 9402" |<| aoz" | 1z|=R， 

由 Rouché 定 理 ，p(z) 和 aoz "在 圆 | z | 之 R 内 有 相同 个 数 的 夺 点 ， 
aoz" 在 | z | 过 有 R 内 有 nn 个 零点 ， 所 以 p(z) 在 圆 | z |<< 尺 内 有 1 个 在 

例 2 求 石 程 z4-6z+3=0 在 圆 | z |<1 内 与 圆 环 1<| z |<2 
内 根 的 个 数 。 

设 f(z2)=-6z, 9(2)=24~62+3.。 
在 圆周 |z|= 1 上， 

| z4+3l<| -6z|， 
女 
| g(z)— f(z2) 1<| f(z)1. 

由 Rouche 定 理 ，9(z), 帮 >z) 在 圆 |z|< 1 内 有 相同 个 数 的 宕 点 . 
f(z) = - 6z 在 圆 | z |<1 内 只 有 一 个 雾 点 ,所 以 g(z) = z4-6z+3 
在 圆 | z |<1 内 也 只 有 一 个 考点 ， 

又 设 户 (z) = z*， 在 圆周 | z |=2 上 

| -6z+3|<| zz， 
即 
| 9g(z)- f1C62) < fi(z) 1. 

所 以 g(z) 在 贺 | z | 过 2 内 有 4 个 盘点 .又 因为 |z1=1 上 , 1g(z) 
-了 Cz) |<| f(z) |， 所 以 在 贺 周 |z|=1 上 ，g(z) 六 0. 因此 g(z) 
在 圆 环 1<| z |<2 内 有 三 个 雳 点 ， 

例 3 若 瑞 数 /(z) 在 域 D 内 是 解析 的 ，? 是 内 的 可 求 长 简单 
闭 曲 线 ， 其 内 部 属于 D，f(z) 在 ?7 上 取 实 值 ， 则 f(z) 在 DD 内 为 常 
数 ， 

事实 上 ， 设 复数 a= a +i18，p 之 0, 函数 f(z) - c 在 已 内 是 解 
析 的 ， 且 当 z 在 ”上 时 ， 

Im(f(z)—a)= -6 一 0， 
即 乒 >z) -~ c 位 于 下 宇平 面 上 ， 所 以 
A,Arg(f (2)—a)=0, 
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由 幅 角 原理 ， 太 (z) - a 在 ?内 部 没有 老 点 ， 即 所 z) 在 ?内 部 不 取 4 
值 ， 同 理 f(z) 在 ?内 部 不 取 al = cl+i0，p8<0. 所 以 在 ?内 部 ， 
im f(z)=0。 根据 Cauchy-Riemann 方 程 ，f(z) 在 D 内 为 常数 ， 

例 4 ”证 明 方 程 p(z)= z4+2z3 一 2z+10=0 在 每 个 象限 恰 有 
一 个 根 . 

首先 ， 方 程 p(z) = 0 没有 实 根 。 事实 上 ， 在 实 轴 上 ，> = x， 
户 (z) = p(x)=xs*+2x3 ~ 2xX+10= (x2— 1)(x+1)2+11.)x| 
人 1 时 ， 显 然 bpP(x)>>0 当 |x |1 时 ，(x?-1)(x+1)* 这 -2， 
所 以 p(x) 之 9。 于 是 在 实 轴 上 5(z) 关 0. 

在 脱 轴 上 ，>=1y，b(y) = 2 二 
10- 2!y(y2+1)s0, 即 在 虚 轴 上 , 思 (z) 
ys : 也 没有 霉 点 ， 

考虑 图 5-3 所 示 的 路 径 ?。 它 由 ?1， 
0 一 72，Ys 所 组 成 。 在 71 上 ，p(z) 是 取 实 值 
的 ，A,, Argp(z) =0。 在 ?2 上 ， 


3 _ 
p (2)=2(1 + 22 32+10) 


A,,Argp(2) = 4 +0 (1) (RR-> + co), 
A, Argp(z)= Argp(0)— Argp(iR) 
= ~ Arg[ Rt+10—27R(R?+1)) 


A 
A ( 一 ~、 -~-- 一 
rg\1-% R44+10 


=0(1) (RKR> + 000), 
所 以 
A,Argp(z) =A, Argp(2) +A,, Argp(2) +A,, Argp(2z) 


=2r+o(1) (RR> + 00)., 
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于 是 由 幅 角 原理 ，p(z) 在 第 一 象限 有 一 个 盘点 . 因为 实 系数 多 项 
式 的 老 点 是 共 二 出 现 的 ， 所 以 p(z) 在 第 四 象限 也 有 一 个 等 点 。 
p(z) 的 另外 两 个 才 点 必然 互 为 共 统 地 出 现在 第 二 、 第 三 象限 
习 题 

1。 求 方程 z7 -5z4+z2-2=0 在 贺 | z | 之 1 内 的 根 的 个 数 ， 

2. 求 方程 z4 -8z+10=0 在 圆 | z | 之 1 与 贺 环 1 之 1z|<3 内 
的 极 的 个 数 . 

3. 证 明 z4+7z+1=0 在 圆 环 3/2<| z |<2 内 有 三 个 根 . 

4。 证 明 ， 若 ?是 一 可 求 长 简单 于 曲线 ， 在 7 上 

[az "|>lao+artzt+t…+a 2 二 QGi2 fi+ 十 Gu271， 

则 当 点 z = 0 位 于 ?的 内 部 时 ,多 项 式 p(z)=ao+G12+…+4,2" 在 
了 内 部 有 hk 人 个 者 点 ， 当 点 z = 0 不 在 ?内 部 时 ，p(2) 在 ? 内 部 没有 和 
5。 证 明 ， 若 a 之 e, 则 方程 e' = az "在 圆 | z | 之 1 内 有 nn 个 根 ， 
6. 证 明 ， 若 sa>1， 则 ze" “= 1 在 贺 | z | 之 1 内 恰 有 一 个 根 ， 
昌 是 正 实 根 . 

7。 若 f(z) 在 圆 |1 z |<1 内 是 解析 的 ， 在 圆 | > | 委 1 上 连续 ， 
且 | f(z) |<<1， 则 f(z) 在 圆 | z | 之 1 内 有 唯一 的 不 动 点 ， 

8. 若 | oa, |<1 (k=1,2,…,n)，| 6b |<1， 


f(z)= 天 未 汪 ， 
则 方程 f(z) = 8 在 圆 | z |< 1 内 恰 有 2* 个 根 ， 若 | [>1, 则 方程 六 >) 
= 在 圆 | z | 之 1 恰 有 rn 个 根 . 

9。 设 函数 1(z) 在 图 | z | 儿 民 内 是 解析 的 ， 在 圆 | > | 委 尺 上 是 
连续 的 ，| 1(0) |K<m， 在 圆周 | z1= 民 上 ，| f(z) |>>my 证 明太 z) 
在 加 | z | 之 R 内 至 少 有 一 个 等 点 ， 

10。 证 朋 方 程 (z + 1)e = z+2 在 右 千 平面 没有 根 ， 

11。 证 朋 ， 对 于 任意 复数 a, 1+ z+az"(n 之 2) 在 圆 | z | 委 2 上 
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至 少 有 一 个 要 点 . 
12。 试 利用 有 ouche 定 理 证 明 最 大 模 了 原理 . 

13. 证 有 明 ， 方 程 2= 和 ~e-* (4>1) 在 右 守 平面 有 唯一 的 一 
个 根 ， 且 这 个 根 是 实 的 . 

14。 证 明 ， 如 果 p<1, 则 对 于 充分 大 的 mw， 多 项 式 
pi(2)=1+22+32:+ .+nz" " . . 
在 圆 | > |<p 内 没有 盐 点 ， 

15。 设 画 数 (z) 在 域 D 内 是 亚 纯 的 ，? 是 DD 内 的 可 求 长 简单 
闭 曲 线 ， 其 内 部 属于 D， 旦 在 7 上 没有 f(z) 的 极点 ， 证 明 ; 

(1) 若 在 ? 上 | f(z) |<1， 则 方程 1(z) = 1 在 ?内 部 的 根 数 等 
于 f(z) 在 ?内 部 的 极点 数 ， 

(2) 若 在 ”上 | f(z) 1>1， 则 方程 f(z)= 1 在 ?内 部 的 根 数 等 
于 帮 z) 在 ?内 部 的 霉 点 数 . 

16. 证 明 z8f+3z3+7z+5 在 第 一 象限 恰 有 两 个 需 版 。 


17， 证 明 z*4 + iz3 + 1 的 四 个 零点 都 在 贺 | z |< 衬 内 ， 而 第 一 


象限 内 恰 有 一 个 霉 点 . 
18 ， 证 明 方 程 p(z) = 2 + 3Zz 十 3= 0 在 珊 域 0<Imz<l 内 和 恰 
有 一 个 根 ， z 


$ 3 ” 留 数 定理 对 积分 计算 的 应 用 


这 一 节 ， 我 们 讲述 如 何 应 用 留 数 定理 计算 积分 ,这 里 所 指 的 
积分 主要 是 被 积 画 数 的 原 函 数 不 能 用 初等 范 数 表示 出 来 的 积分 ， 
在 这 种 情况 下 ,数学 分 析 中 通常 条 用 合 参 变量 积分 的 方法 ,一 般 说 
来 ， 这 种 方法 较为 复杂 .用 复 变 丽 数 留 数理 论 求 这 种 积分 ， 既 简 
便 又 巧妙 ， 这 种 方法 大 致 是 这 样 ， 为 了 求实 画 数 f(x) 在 实 轴 上 
或 实 轴 上 的 某 一 线段 1 上 的 积分 ， 我 们 在 上 适当 附加 某 一 曲线 
使 其 构成 一 简单 闭 曲线 yy， 其 内 部 为 已 ， 选 取 适 当 郴 数 刀 (zz) 〈 通 
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常 是 将 Fx) 的 自 变量 x 扩 充 到 复 平 面 上 )， 然 后 在 妃 上 对 (2z) 应 
用 留 数 定理 ， 这 样 就 把 实 轴 上 f(x) 的 积分 转化 为 计算 F(z) 在 D 
内 奇 点 的 留 数 与 那 部 分 附加 曲线 上 的 积分 了 . 


1。 两 个 引 理 


下 述 引 理 1 在 第 三 章 8$ 1 中 已 作为 习题 . 
引 理 1 1) 若 阔 数 /(z) 在 域 D, 0 二 jz- al 和 r，gi<arg (2z 
-4) 夸 4， 上 连续 〈 图 5-4) , 且 


lim(z ~ a)f (2z)=4, 


# 大 大 
则 
im | f(a)dz = 4di(g 0 )， 
其 中 yy。 z=a+pe'’,0.<0<0,, 图 5-4 
0<p<r. 


2) 阁 阔 数 1(z) 在 域 D: R<1z-~-al<+%, OS&arg(z~a) 
< 上 活 续 ， 且 
lim(z—- a)f(z)= A. 
z ED 


则 
lim | f(z)dz= Ai(0s- 0,), 
-+omw +p 

其 中 Y,: z=a+t+pe'’, I 0<0,,， p>R, 


引 理 2 (Jordan) 后 函数 f(z) 在 R, 志 |z| 过 + Imz 宇 0 
上 连续 ， 且 lim f(z)=0，a 是 正 的 常数 ， 则 
Im:>0 
Rt 


im | e'"*f(z)dz=0, 
rR 
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其 中 7 ,， z= Re'’, 0<1< 委 rr， R>R,. (图 5-5)， 
证 明 设 M(R)= max |f(z)|), 
2 Erp 


I e 1 (adz| <MCR) | eeRal 
yp 6 


YR =2M(R)| eo-ereor Rd. 
| 
由 于 当 0 委 0 委 r/ 2 时， 
—R 0 RY sin0 > 2.0, 
图 5-5 ™ 
所 以 
: 112 ~208 
中 e'"’f(z)dz <2M(R)R | e ”db 
vp 0 . 


= M(R)(1-e "®), 
由 条 件 ， lim M(R) =0， 所 以 


lim e'"*f(z)dz=0,。 


尺 直 + 史 Yap 


2。 积分 的 计算 


(1) 积分 | “f(x)dx 的 计算 


若 画 数 j(z) 在 上 持平 面 lmz 这 0 除去 有 穷 多 个 孤 了 李 厅 点 al， 
02;…s0o 外 是 解析 的 ， 在 Imz 之 0 上 | 除去 41,92，,…，4, 外 连续 ,有 是. 
lim zf(z)=0, 则 


4 nn 
ftn - 兰 0 
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(fodx =2ni DRes(f,a,). (22) 


特别 地 ，、， 若 1(z) 是 有 理 画 数 已 .(z)/Q。(z)，Q。(z) 在 实 轴 上 无 
等 点， 其 次 数 比 P,(z) 的 次 数 
至 少 大 2，m 之 n+ 2， 则 (22) 
式 成 立 . 

证 明 ” 取 充 分 大 的 RR， 使 
得 上 和 个 贺 ，|z|<R，Imz>>0 
包含 f(z) 的 孤立 奇 点 aao， 
… 4, (图 5-6)。 由 留 数 定理 得 图 5-6 
到 


所 站 
| fxdx+) f(z)dz =2ni) Res(f ,a,). 
rp ,| 


由 引 理 1 ，lim ”f(z)dz =0. 因此 在 上 式 中 , 倒 R> + oo0, 立 


到 得 到 (22) 式 ， 
例 1 计算 积分 


+ 名 dx | 
7 = | 入 = n 是 下 整数 . 


设 f(z2)=1/(1+2?)"'*!， 它 在 上 尘 平 面 有 唯一 的 孤立 奇 点 
z =i， 它 是 f(z) 的 n+ 1 级 极点 ， 其 留 数 为 
Res(f ,1) 
.df 1 
nl! fr br) 


1 CD" (nt+1)(n+2)...(2n) 
rit (27)2"*) 


(n+l1)(n+t+2)...(2n) 
2 
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(2n)1 _ 1 《2 一 )11 


22"(n1)? 21 (2n)11 


1 
2 
由 公式 (22)， 得 到 


C2n— Tt! 
(2n)1! 


注意 ， 如 果 f(x) 是 x 的 偶 落 数 ， 则 


7 =271 Res(f ,1)= 


[forax=i) frax, 
0 -0 


各 果 f(*) 不 是 侦 画 数 ， 则 用 上 面 的 方法 无 法 计算 |” f(x)dx， 


这 时 需要 采用 别 的 方法 〈 见 下 面 (5) 中 的 (34) 式 和 (36) 式 ). 
(2) 积分 | ， 尺 (sing ,cos0)dg 的 计算 ,其 中 尽 (xy，y) 是 两 个 变 
量 x 与 y 的 有 理 测 数 


2 下 深 | 
1 Rsing ,cos0)a0 = | +| ， 
0 0 J 
2 Po 、 
若 在 后 一 个 积分 中 作 变 换 p =0 - 2r， 则 | ，= 1 .所 以， 
| Rosing,cos0)d0 = 二 R(sing ,cos0)d0. 
0 下 
再 作 变 换 1= tan 二 ， 则 


cosg= 1 一 万 dg = 


sing = 1+f2 和 


21 
1 上 + 扫 
于 是 


一 192 一 


| Rsing, cos0) db 
0 


+ 2t 1—# 
-| R(T 放生 ) 区 dt, (23) 
右 问 是 有 理 画 数 的 积分 . 
我 们 也 可 以 采取 另 一 种 方法 ， 即 化 为 单位 贺 周 上 的 复 积 分 ， 
基 z=e' 
cosg = 1(e'r+e'')=1 (z+1), 


sing = 1(2 — i1), d0 = -Ldz. 
21 2 2 


1 Rsing ,cosgydb 
全 


-A 2 反 妥 - 


ro- 二 (二 +) 


严 (z) 是 > 的 有 理 画 数 . 若 a1 ,92，…,as 是 站 (z) 在 贺 1z| 之 1 内 的 
极点 ， 则 


设 


1 Resing,cosg)dg = 2ni Res(F sa,). C24) 


一 | 


例 2 计算 积分 
1 - -| Sin jg, (a>b>0). 


noa+ ji peosgd 


1 
= Fe dz 
二 | (2) 7 
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(22— 1)2 
zs( 22 + 202 十 !) 


(2z2— 1)? 
22(z -CC)(2 一 D)” 


F(z)= 


ap 是 方程 2 + + 1= 0 的 两 个 根 ， 


二 


_ 2 了 2 _ 2 
etye ， p= Yee, opal. 


六 (z) 在 圆 |z|<1 内 有 两 个 孤立 奇 点 。z = 0, z = a 分 别 是 F(z) 的 
二 级 极点 和 一 级 极点 。 在 3$1 例 2 中 ，、 我 们 已 经 求 出 F(z) 在 上 感 z 
=0 和 z = a 的 留 数 为 

Res(F ,a)=a-pb, Res(F,0)=a+p. 
由 (24) 式 ， 得 到 


1 = 2xrf 。 {Res(F,0) + Res(F ,a)} 


二 2 。 20 人 a- VR). 


(3) 积分 | _f(xz)sinxdx 和 | “f(x)eosxdx 的 计算 


兰 责 数 />) 在 上 中 在 面 mz>0 除 去 点 ma，…a, 外 是 解析 
的 , 在 lmz 之 0 上 除去 01,02，,…,4, 外 连续 ， 且 lim 1(z) = 0， 


Tm”0 
则 


| Ce'ef Cx)dx 


= 27r1 yRes(efoej(z),a,)， (25) 
如 果 上 >z) 在 实 轴 上 取 实 值 ， 分 出 实 部 和 虚 部 得 到 


人 Geoeosaxdx 


一 -2zlm| DRes(e'e*f(2),0,)). (26) 


As 1 


十 史 
| f(x)sinaxdx 


=2aRe{ DRes(e'e:f(z),0,)), (27) 


其 中 a>0. 特 别 地 , 若 f(z) 是 实 系数 的 有 理 画 数 已 ,(z>)/Q。(z)， 
Qu。(z) 在 实 轴 上 没有 老 点 ,， 且 Q.(z) 的 次 数 至 少 比 P,(z) 的 次 数 
大 1，m 之 n+ 1, 则 (25),(26),(27) 
式 成 六 
证 明 取 图 5-7 所 示 的 积分 路 
径 ， 当 尺 充 分 大 时 ， 这 条 路 径 的 内 
部 包 合 41 ,9s，…,4,. 由 留 数 定理 得 一 及 O R 
到 ， 加 5-7 


| “etorf(x)dx +| ef(z)dz 
-kk rp 


-2ai 5 Res(e'*f(z),a,). 


三 4 


今 玉 > +co， 由 jordan 引 | 理 ， 


jim ef(z)dz=0, 


RT yp 
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因此 艾 即 得 到 (25) 式 . 
例 5 计算 积分 (Laplace) 


*® cosax 
I) Td” (o>0). 


设 1(z)= 


2 ， 玉 (2z)=e'":*f(z). f(z) 在 上 盾 平 面 有 唯 
一 的 孤立 奇 点 〈 一 级 极点 ) z = i， 留 数 


Res(F ,1)= 1 e'"’|, ,=_ le-: 


2 十 3 一 27 “ 


由 (25) 式 ， 


| COSaXx 
-十 %? 


dx = 2N1 。 工 e-。 = ITE” “ 
21 


” cosax XT .se 
| rdX= -一 26。 
0 1 十 xX 2 . 


例 4 计算 积分 (Dirichlet) 


由 于 被 积 画 数 是 偶 西 数 ， 故 


1 = 于 | 2xqyx， 


2 J-» 区 
设 
f(z2)=1/z, F(z)=e'’/z. 
因为 点 z = 0 是 1f(2) 的 一 级 极 
i 点 ,所 以 不 能 直 搂 应 用 (25) 式 。 
我 们 考虑 图 5-8 所 示 的 路 径 ， 


由 Cauchy 定 理 ， 得 到 
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(Fewaxt) Ferax+| F(z)dz +| F(adz=0, 
r 一 是 | Yp 站 
由 Jordan 引 理 ， 


lim | F(z)dz=0., 
rR 


Rw 


在 7 ,上 的 积分 , 根据 lim zt 人 (z)=1 及 引 理 1 中 的 1)， 有 


lim | F(z)dz= ~ i. 


又 因为 


所 以 
Roi*—_ oi” 
| edx+| F(z)dz+| F(z)dz=0. 
r rR y , 
今 r0), 有 -> + co， 得 到 
| ax = 
0 2 
注意 ， 如 果 帮 xx) 是 偶 函 数 ， 那 么 
1 rcoeosaxadx = 4) fCx)eosaxdx, 
履 一 0 


但 是 ， 如 果 f(x) 不 是 偶 画 数 ， 我 们 就 不 能 用 这 个 方法 求 出 积分 


fx)eosaxdx, 对 于 积分 | f(x)sinoxdz 情 驶 是 类 似 的 ， 


一 197 一 


(4) 积分 | oe-**dx 及 与 此 有 关 的 积分 


设 
,2 
Ci? 二 2 
XxX)= -一 -一 一 一 -一 一 一- 一 一 -一 
f( oe "++1 和 


并 学 虞 图 5-9 所 示 的 路 径 ?， 
所 是 由 ?yy3 ,7 四 个 线段 
所 组 成 ，f (x) 在 ?的 内 部 有 唯 
一 的 琳 扣 2=1/2( 一 级 极点 )， 
其 留 数 为 


Res( ,二 ) 
es f(z2) 5 


图 ”5-9 —_€ | 
2xe’”” = 
-人 
27 
由 留 数 定理 ， 有 


( + + + )f dasio 


在 ?, 上 上, z= RR+tiy, fyRR+1, 2 = Ry+27RYy， 因 而 
Rel 22) = 及 2 一 y?, 


le “+1| 守 le” "| -1=e -1l>oe 
《适当 大 )， 
Jer” t+2rs |=@-2"RY+t2rR <<Ce2r8-2np82， 


所 以 在 Y,。 上， 有 
[|f (2)| R20 2"R, 
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1 


上 f(z)dz| S20 >0 (有 -+co)。 
”2 

同样 ， 在 Yo 上 ,z= -~-R+ty，-R 和 7y 委 -只 +1， 
(ez +1l>1-e "> 《RR 适 当 大 )， 
Je”i? t+2n:| = et"Ry-erR eerk 


所 以 在 ?Ys 上 ， 有 
|f (2)1 <2e-"®, 


去 2e-2"8 0 (R> + 000), 


) f(z)d2z 
因 些 ， 若 合 R=> + ce， 就 得 到 | 
人 Fazodz -| f (Eyde 


其 中 上 , 天 是 图 5-10 所 示 的 两 
淋 侍 行 下 线 ， 它 们 和 正 实 轴 的 


实 角 为 工 


合 6=z+i， 若 点 4 在 大 
上 , 则 点 z 在 过 上 ， 所 以 上 式 为 图 5-10 


TH 
i 


ef 0 -frildz=ie 。 


但 是 
f(z2)- f(z+i) 
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ri tna pri(ls+t) ir2r(s+e) 


e:"*+1 


所 以 


二 
4 


seis? 六 一 
| 全 dz=ie 三 
在 L 上 上，2z=re' -co<rcteco.z=7yrze2 =/)， 因 此 得 到 


2 二 图 2 工业 开工 
| dz=| e-"'’eidr=ie “,， 
L 


~ 人 


即 + 2 -i 
| er dr=ie :=1,。 


最 后 合 x = Wxr 得 到 


| edx= V7, 
或 
(A , 
0 2 


例 5 计算 积分 (Fresnel) 
| cosxzax 及 sinxzdx， 
0 0 


设 1 (2z)=e'* ,并 考虑 图 5-11 
所 示 的 路 径 。 由 Cauchy 定 理 ， 


1 fe)dz+ | fz)dz 


图 5-11 + f(z)dz=0. 
YR 


在 Yr 上， z= Re's, 0<0<7， z2= PR2e2190， 


4R2 


[|f(2)|=e -2 sin20 Ce 0， 


因此 得 到 
| 1(z)dz| 
YR 
<| ‘eRa0 
= -二 (1 - -R2 
所 以 


lim (| f (2z) dz+1f f(z)dz)=0 
R23+ ow I I ” 


在 I 上 ，z=x, 在 I 上， 2= xe” ‘+,0&XCR, 所 以 上 式 可 写成 


+ ,x2 + sei/4)2 。 
| dx | ° e “dx=0, 
由 例 ! 得 到 
“9 2 A174[ +™ 
| e@'” dx=e | er dx= ler. 
0 


最 后 得 到 


| sosxads = | sinxzax = V2 
0 0 4 “ 
例 6 计算 积分 (Poisson) 


+ 名 -x2 
| e COS2X CQX 。 
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设 1(z)=e-* ,并 考虑 图 5-12 所 示 的 路 从 ，F(z) 在 C 上 解 
析 , 由 Cauchy 定 理 得 到 


R .a2 
| e ax+| f(z)d2z 
-R I 


+ f(z)dz 


图 5-12 + | f(z)dz=0. 


在 上, 2=R+iy, 0 y <1, 2*=R:- y+2iRy, Re(z’) 
= R:— y2。 
_R2+y2 _p2, 
If(2)|l=e ”<e ”， 
由 此 得 到 


Re+1 


If f(z)dz | <e ->0 (RR>+o00), 
1 
同 理 
| fC2)d2>0 (RY+o0). 
I 


在 二 上, z=xX+i, -Rx+Ah, 


~ (x+1)2 -x - 27x 
六 2z)=e 一 人 台 a 人 se 本 
所 以 
“” - ”> 2 > 
| CE dx+el e ee dx=0, 
4 名 -sz 2 ix -1 +00 x2 -一 -| 
€ [2 dx=e€e e dx=Y Te ， 


4 tT  - 
| BE ” cos 2XdxX = Ve ', 
0 


人 caos 2bxdx -二 A os (a>0). 


0 


(5) 多 值 吕 数 的 积分 

这 一 段 我 们 讲述 被 积 函 数 扩充 到 复 平 面 时 是 多 值 辣 数 的 情 
形 

1° 积分 | f(x)x “dx (0<p<1) 的 计算 


若 阔 数 1(z) 在 Ca。 上 除去 点 @a， 9 他 2 )… -0 外 是 解析 的 Gy CC29 
…a, 不 在 包括 原点 的 正 实 轴 上 ，z= co 是 j(z) 的 雳 点 (其 级 
之 1)， 则 


1 fn’ dx 
0 


27 
= Resry - ‘f(z), a,), (28) 


其 中 2?"1=e1?-D108:，0 之 Imlogz=argz <2r. 特别 地 ， 


若 f(z) 是 有 理 菌 数 P,(z)/Qn(z)，Q,(2) 在 包括 原点 的 正 实 轴 
上 没有 零点 ， 其 次 数 比 P,(z) 的 次 数 至 少 大 1 ，m 产 4+1， 则 
(28) 式 成 立 . 
证 明 设 
F(z2)=2°°! f(z)=e'*-!)iog8: f(z), 


其 中 logz =1log| z |j+iargz, 0<argz<2n. 
取 路 径 y:， 从 正 实 轴 上 的 点 z=r， 沿 中 心 在 原点 的 圆周 ?， 
( 顺 时 对 方向 ) 加 到 z =r， 扯 沿 正 实 轴 到 点 z=RR， 从 点 z= 
沿 中 心 在 原点 的 圆周 Yw 〈 反 时 针 方向 ) 回 到 点 z= R， 最 后 ， 沿 


正 实 轴 到 点 z=r( 图 5-13). 这 一 路 径 虽 然 不 是 简单 闭 曲线 ， 但 是 
由 于 f(z) 的 孤立 奇 点 是 有 穷 多 个 ， 所 以 我 们 一 定 可 以 用 一 条 不 
通过 /(z) 的 奇 点 的 个 径 连 接 ys 和 ?,， 把 这 个 路 径 变 为 两 个 简单 
闭 曲线 ， 在 它们 所 围 成 的 两 个 域内 ， 对 于 f(z) 应 用 留 数 定 理 . 
而 在 连接 ?Ys 和 7 ,的 御 径 上 ， 来 回 积 分 两 次 ， 其 和 为 替 . 因 此 在 
? 所 围 成 的 域内 可 应 用 留 数 定理 。 今后， 我 们 允 到 这 种 人 情形， 总 
是 采用 上 述 类 做 的 步骤 ， 而 不 
再 予以 说 明了 。 在 实 轴 上 从 点 
z=r 到 点 z= 来 回 两 次 看 
作 是 上 边沿 1 和 下 边沿 工 (图 
5~13)。 当 R 充 分 大 时 ,yp “内 部 ” 
包 合 f(z) 的 所 有 孤立 奇 点 a1， 
40,，"…;G。。 阔 数 1(z) 连 续 到 边 
界 〈 从 上 从 平面 连续 到 上 边沿 
] ， 从 下 半 平 面 连续 到 下 边沿 
313 1 ). 由 留 数 定理 得 到 


1 xydx+ { F(z)dz 
Fr Li 


R 


让 fax+ | F(z)dz 
ro 


= 2 》 Res(F (z),a,), (29) 


xj 


即 


(1 一 ee 2721 ,| «tfox)dx+| F(z)dz+ | F(z)dz 
rr ?了 ， 、 ? 


=2ri 2 ,Res(F ,a,). 


= 1 
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又 有 


| F(z)dz -| | 0 


<r? ~! max | f(z) 1 2 


=277 max |f(z2)| >0 (r—>0), 
zEy, 


同 理 有 
] F(z)dz 
YR 


由 于 f(z) 在 z= co 有 m 级 需 点 ， 在 ?上 ，| f(z) |<M/R"，M 是 
常数 ， mm 之 1， 所 以 


<xrR" max| f(z)|, 
zrp 


| F(z)dz | 和 娃 生 ~。 (R-> + %). 
rpg . 
在 (29) 式 中 今 r>+T0， 丸 >+co， 得 到 


(1- ce x IOx)dX = 2zi > Res(F, 4)。 


二 1 
是 


27f 


| xxoax=j EL DRea(ar 1f (2),a, ), 
0 
或 


1 omoax= ~ DResar 1f (2),a,). (30) 


CCP 5 


注意 ， 关 于 p， 只 要 假定 0 之 p<m， 且 不 为 整数 , 则 (28) 式 成 立 。 
如 果 f(x) 是 偶 画 数 ， 仍 可 采用 (3) 中 的 积分 路 径 . 
例 7 计算 积分 


Pi 
{= | CT 
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p -1 
1(2)= 7 村 35 F(z)= 2 1f(2)., 
z= -1 是 f(z) 的 m 级 极点 ，z = %o 是 f(z) 的 mn 级 零点 。 户 (2) 企 点 
2= ~ 1 的 留 数 


-1 rp-1 "| 
Res(F(z),—1)= ml? ) 


一 一 


1 
~ (Cm 1)i P 


DP-—2)...(p-m+1)z2" " 


-1 


1 -mm 
笃 一 一 一 一 -一 一 一 a 一 一 1] P 


1 9)...(p- (pm 
= "ni? 1) (p-2):.…(p-m+1l)e 


(mm-1) 
由 (28) 式 ， 得 到 


! 01- p) (2- Pm- 1 pe"!, 


TT Ch 
sinpx” (m-1)! 


1 = (1-p) (2- Pp).……(m~-1- pb) 


x 1 ,L0Gn-p) 
sinpz  (m-1)! TT(l1-p) 


Xn 7 了 (12 一 力 ) 
”sinbr TmI(l~p) 


由 余 元 公式 TDTOU- Pp)= np 所 以 


LP (mo py) 


{= Fm) =B(p,m- p), 
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2° 积分 | xz" (1 一 x) "f(x)dx (0<a<1) 的 计算 


nh 


没 洲 数 1(2) 在 Cs。 上 除去 点 4a1 42，…,a, 外 是 解析 的 (2 = co 是 
f(z) 的 可 去 厅 点 )， 且 a ,Qs,…,4, 不 在 线段 [0,1] 上 ， 在 第 二 章 
我 们 已 经 知道 2 -1(1 ~ >) 在 C 上 去 掉 [0,1] 后 的 域内 是 可 以 分 
出 单 值 解析 分 区 的 (第 二 章 $3 习题 10) 

设 F(z2)=2°° '(|1~ 
z)“f(z). 李 取 图 5-14 所 
示 的 路 径 YY， 当 R 充 分 大 
肝 ,y 的 “内 部 ”包含 a1 ,a2， 
de 选 定 F(z) 的 一 个 
分 文 为 ， 在 上 边沿 工 上 ， 
argz=arg(1~ 2)=0. 
有 (2z) 在 ?“ 内 部 ”除去 点 
GaampyG, 外 是 解析 的 ， 
并 从 上 持平 面 连续 到 
上 ， 从 下 定 平 面 连续 到 于 
上 . 由 留 数 定理 得 到 


| F(z)dz+) Fadz+) Foz)dz 
Ys 


图 5-14 


+| F(z2)dz +| f(2)d2 
7 1 vp 


= 2rf ,Res(F (2z),a.,). (31) 
t=1 


在 JJ 上 ,z=x, F(z)=x” (1~x)-"f(x). 在 上 , 当 2 从 了 
经 ? :到 并 上 时 argz 的 增 量 为 需 ，arg(1- z) 的 堆 景 为 -2r。 因此 
按照 我 们 选 定 的 分 交 ， 在 和 上，argz=0,arg (1-~-2z)= 一 2x。 即 
z=x,， 1-z=(1-x)e 2 所 以 在 LE， 
F(z)}=x" (1-x) “ef(x). 
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| F(z)dz=) x”-1i(l1—-x) “ef(x)dx, 
1-* 
在 ?， 上，| > (|=r, |2°"! (= 而 (1- z) 与 fz) 是 有 界 的 ， 
{f(z)(1~z) “| 夸 M， 于 是 
| F(z)dz <Mr*>0 (r—>0). 


在 7?, 上， |1-21=7r, | (1-z) | = z” -1 与 1(z) 是 有 界 的 ， 
(f(z2)2°"! (<M ,， 所 以 


| F(z)dz 
在 Vy ,上 上， 出 于 f(z) 在 z= co 解析 ， 所 以 lim f( 2) = Co .有 而 苹 数 


2" (1 一 2) “在 z= co 也 是 解析 的 ， 关 且 当 zc 时 ， 它 的 模 趋 于 
1 ， 它 的 幅 角 趋 于 ax .事实 上 , 当 z 沿 正 实 轴 趋 于 oo 时 argz = 0， 
arg(1 一 2)= ~ x， 因 此 z"(1 -2z) 的 幅 角 等 于 ar 〈 当 z 沿 负 实 
轴 趋 于 co 肝 ，argz = xX，arg(1 一 2)=0)， 所 以 


limz°(1~ 2)-*=@"!, 


EO 


< 和 Mirl -0 (r->0). 


limzF(z)=Ce”"', 


由 引 理 1， 
liml F(z)dz=Ce”"'2ni, 
Rm ?RR 


在 (31) 式 中 倒 r 盖 +0，R~> + co， 得 到 


(1—e2”" Dx -1(1~ x)*“f(x)dx+2niCoe"! 


=2xiY ,Res(F(z),a,). 
4 一 ] 


即 
| 和 2 -XX) "f(x)dx 
i) 
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Cur 


~ singxQg e@”” re 


YRes( F(z), ax )， (32) 


n= 二} 


其 中 Cu = f(%)， F(2) = se-101_ 2)-°f(2). 特别 地 ， 如果 f(z2) 
是 有 理 画 数 尸 ， (2)/Qn(z)， mn 且 当 0<x 和 1 时 人 。 (%) 不 为 
等 ， 则 (32) 式 亦 成 立 ， 
例 8 计算 积分 
(1 。1 
| /x2(1—x) Td” 
在 这 里 gag=1/3，f(2)=1/(1+2), f(c0)=0, F(z)= z-213 (1 
-2z) "f(z). z 
Res(F(2), —1)= 2 2 (1 2) ,a 
= 
(在 点 z = ~ 1 处 ，argz = x，arg(1 一 2)=0). 所 以 由 (32) 式 得 到 


T=-- 7 1 -过 Ya 
诗 1 A/ 2 VV 3" 
3 


3° 职 分 | f(x)logx dx 的 计算 


若 琐 数 1(z) 在 Cs。 上 只 1 有 有 穷 个 孤 了 这 奇 点 a ;G2，"…* ,0G,。， 日 .这 
些 孤 了 立 奇 点 不 在 包括 原点 的 正 实 轴 上 、 17) 在 实 轴 上 家 实 值 ， 此 
外 z = co 是 帮 z) 的 mm 级 雳 点 ，m 人 2， 则 | 


| Foxnogxax = -元 Ros Ecc eso se,) (33) 
0 上 < | 


其 中 logz 是 对 数 主 值 ， 0<Im logz<<27r 。 特别 地 ， 基 f(z) 是 实 系 
数 的 有 理 丽 数 P,(z)/Qa.(2)，Q。(2) 的 零点 不 在 包括 原点 的 正 
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实 轴 上 ， 且 Q。.(z) 的 次 数 至 少 
比 P,(z) 的 次 数 大 2 ，m 之 n+ 
2， 则 (33) 式 成 立 . 

证 明 ”考虑 图 5-15 所 示 的 
路 径 ?， 和 并 设 

F(z)= f(z2)log’:2z, 
其 中 logz 是 对 数 主 值 ， 而 0 扫 
Im logz<<2zr. (2) 在 y 的 “内 
部 ”解析 ， 有 日 连续 到 边界 y (在 
I ，1 上 上， 分别 是 从 上 人 秆 平面 
和 下 牛 平 面 连续 到 了 ,1 )， 由 


5-15 


留 数 定理 ， 得 到 
| F(z)dz+ | F(z)dzt+ | F(z)d2z +| F(z)dz 
I ?Rp J f 


=2xi 2 Res(F ,a,). 


: ， A 二 | 
在 1 上， ZzZ 二 %， F(z)= f(x)log’:x, 因 玫 
R 
| F(z)dz=| f(x)log’:xdx, 
1 r 
在 上 F,，z=xe?:"', F(x)= f(x)(logx +27xi):， 所 以 


| F(z)d2z= -| fr) logx + 2ai) dx. 
| rr 


在 ?, 上， z= Re'’, I<0<27， 

| logz |*=log*R+0? 2log?R (KR 适当 大 )， 
f(z) 在 z= cc 有 7 级 堵 点 , 所 以 当 尺 充分 大 时 ，| f(z) [Mf/R"， 
MM 是 正常 数 . 于 是 


下 F(z)dz <<- 吉 -2log:R.2rR 


Mlog? 
-0 (CR +00), 


一 210 一 


在 ” 上，z=re，0 委 0< 委 2r， 
| logz |* = logr 十 02<210g: 一 (rr 万分 小 )。 
f(z) 在 点 z = 0 的 邻 域内 有 界 ， 所 以 


F(z) |<2M log’—, 


| F(z)dz | <4 M irlog’: 一 0 (r—> 二 0)。 
于 是 


全 foxologsxax- 人 fx)(logx+2ri)zdx 
0 他 


=27rf ,Res(F ,a,), 


二 |} 


一 | f(x)logxdx + | f(x)dx 
0 0 


=2nx1 2 ,Res(F ,a,), 


二 | 


在 上 式 的 两 边 取 虚 部 ， 便 得 到 (33) 式 ， 若 两 边 取 实 部 ， 得 到 
1 few dx= 去"| 它 Neelogrese,) | (34) 


若 f(x) 是 x 的 偶 画 数 ，f(z) 在 上 牛 平 面 Imz 之 0 除去 点 a， 
4 外 是 解析 的 ,在 imz 之 0 上 除去 cy ar，…,G, 外 是 连续 的 ， 
并 且 当 z 的 模 充 分 大 时 ，|f(z)| 志 训 /1z1"，m 宇 2，M 是 常数 ， 
那么 合 (z)= f(z)logz， 开 取 例 4 中 的 积分 路 径 ， 可 以 证 明 


| flogx dx 
0 
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= ~ xlm SiRes( f(z)logz, G4), 


与 二 ] 


| fo dx 
0 
| -ze 三 Rec1tzopgzio 外 
、 + logx 
例 9 计算 积分 | ”yz dx 
、 jog: 2 . 
设 P (Xx) = 0 2 。 点 2= 土 1 是 F(z) 的 2 级 极点 ， 


eeiD- 如 | 


= 2 = 一 本 + 区 
CD? 2 
_»| logz log z 
=2 z(z—i)?: (2z—1i) 


| 


Res(F, 一 3 ) 


Res(F ,1)+ 


一 212 一 


| 


]jog ”> 
(2 十 YY)“ 


= 


jog 2 jog “2 | 


= 
,、2 

i 于 ) 
2 2 “. 
1y 


-了 (282 《二 28) 


Res(F,—i)= 3 —-o 


(35) 


(36) 


其 留 数 


所 以 i 


+o logx A 
o (1+x%°)? dx= -7 
状 下 到 -一 -77 是 侦 画 数 ， 我 们 也 可 用 (35) 式 计算 这 个 积分 ， 


log2z \_ _d/ logz 
Res = 下 (rr) | 


21ogz 
Tz(z+ti): (z+1)’ 


ut 


+® logx A i\ Ax 
| CTx57 dx -nin( $+ 7)= 4° 


% 


例 10 计算 积分 | -过 dx。 


、 四 
设 1(2)= ez 一 1 


并 游 虚 图 5-16 所 示 的 积 
分 路 径 。 由 Cauchy 定 
理 ， 


5-16 


| H(z)dz+| Hz)az+1 f(z)dz =0, 
二 + 和 下 + 下 ?1 ? 2 


在 1 上 ，z= 民 +1y，0 委 7y< 魏 2r， 
1 
1e -1| 之 e* -1>Fe” (RR 适当 大 )， 
|zl:=R:+y’<2R’ (R27), 
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| 站 >) | 委 4 下 2e ®, 


<8rRiece 8->0 (R> + oo)。 


| f(z)dz 
H 
在 于 上， ZzZ=X+2ni, 


“R(X+2NI)? 
1， 1(2) dz=- + ee”—1 dx, 


在 y, 上 ,由 二 1f(2)>0 (z>0)， 所 以 f(z)dz>0 (r>0)， 
在 >”, 上 ， 由 于 z = 2ri 是 f(z) 的 一 级 极点 ， 所 以 
| f(z)dz—> 一 于 ， 2xiRes(f ,2xri)= 2 。 


于 是 


R 生 
| 一 : [x2 一 (X+27f)21dx+2r21 
2 一 1 J ) 
+ pe] y+0o(1)=0, 


在 上 式 的 两 边 取 庶 部 ， 然 后 爸 r>0，R-> + co 便 得 到 


”一 
-4z x TdX+2n -sr =0, 和 
t 
量 j 
二 的 x xn: 
| e” —1 dx= -6 


，jog 一 
如 果 设 {= 1 - e-…*， 则 上 让 积分 化 为 | 一 dx， 因此 有 


% 


了 
log » 
1 4 
| -i= y 
i 6 


y 
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of 一 ] 6 “” . 
刁 题 

求 下 列 积分 ， 

4 X< 十 1 
] 。 | re dx。 

+ Xx -Xx+?2 
2 | dx 

中 加 be 
| ri 


2 db p 
4。 0 (a + bcosg》 (a> 0) 。 


» 0 
5。 人 -ae (os>0)， 


o a+ sin’g 


+ XCOSX 
0. | 


| 芝 尝 


ir pdx (0 是正 实 请 数 )， 
加 COSY 
8 | rrr a 


9 。 | dx (-1<p<1). 


o 1+x? 


10。 全 和 dx (0<a< 之 1)， 
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和 吧 logx 
1 | rr 


12. | a dx (a>0), 


~ 


13. | Vx logx dx. 
心 


X “< 十 工 


:< logx ,， 
14， | i LX. 


提示 ， 著 虑 图 5-17 所 示 的 路 径 . 


+*z2jog(1 十 X) 
5 图 5-17 


ll—-x dx 


1 
16. | oz x x+t1°* 


1 ~ 
2 


' (1~x)° 1 
1 | Vr 


提示 ， 考 虚 画 数 1log? -~ 沿 图 5-14 所 示 路 径 的 积分 。 


1 4A71 ANV371 a 
18 ， | dx. 


+o Sinx 
19, | pr dx. 


20. | eosx dx (0<p<1), 


提示 ， 芳 虑 图 5-17 所 示 的 积分 路 径 ， 
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十 哟 COsX 一 Xe ~ 


cot(x~a)dx (aq=Q+ if ,peo0), 


24。 


1 

23. | i 
he 
(人 


26. 证 明 


人 in dx =0 Cn=0.1 .00 
27。 证 朋 
人 (o 为 实数 )， 
23， 证 有 明知 ac>0， 则 
orimeo*! 1 ， 当 20 
2 2 
"7 0， 当 t<<0， 
其 中 左 端的 积分 路 径 是 直线 Rez = ea. 这 里 的 积分 理解 为 在 该 雪线 
上 的 有 穷 线 段 上 的 积分 ， 当 线段 的 两 端点 沿 直 线 分 别人 了 从 上 方 和 下 
方 趋 于 无 窃 时 的 极限 . 
提示 ， 分 别 芳 虑 图 5-18 所 示 的 两 个 积分 路 径 7? | ,7，. 
29。 证 明 


| legle…-11dg=0. 
D 
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并 由 此 推出 


| log sin0dl= — x log2. 
0 


30。 证 明 


1 er- cosbxz2dx = 27 Vpt+a, 
0 4p 


其 中 a>0,p=Va’+b’. 


提示 ， 取 画 数 f(z2) = e*”*‘-"**' 并 沿 图 5-19 所 示 的 马 形 域 
的 周 界 积分 ， 适 当选 取 角 度 9. 


5 
A hn 
0 R 


图 5-18 图 5-19 
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第 六 章 ” 整 画 数 与 亚 纯 画 数 
$1 整 国 数 展 为 无 穷 乘 积 


1. 无 穷 乘 积 
设 有 复数 序列 4， (n=1,2,.…), 考虑 乘积 


ps.= ]J (1l+u,). 
、 下 天 | . 
若 因 子 (1 + 4,) (n= 1,2,…) 中 有 某 一 个 为 宕 ， 那 么 显然 
lim p,= 0. 


以 下 我 们 假定 1+u 关 0 Cn=1,2,…). 大 lim p=p 闪 0，p 是 
有 穷 的 ， 则 称 无 穷 乘积 


上 GQ+u,) (1) 


收敛 到 p， 记 作 p= T (+w,)， 若 n->oo 时 ，p，, 不 趋 于 一 有 


穷 极限 ， 或 者 p= 0 ， 则 称 无 穷 乘 积 (1) 发 散 ， 
若 无 窃 乘 积 (1) 收 人 化， 则 P,P,-1 都 趋 于 p 闪 0. 因此 p/p,-， 
= ] 二 +4, 趋 于 1 即 无 穷 弱 积 (1) 收 敛 的 必要 条 件 是 
lim un = 0. (2) 


下 面 我 们 考虑 (1 工 ) 的 绝对 收敛 问题 由 于 当 xy 之 0 有 时 ，1+x 
和 ce" ， 所 以 
[ui 1+|2 | 二 


C+ DC1+ia 1+1iaol|) 


一 2] 3 一 


< (3) 


由 此 可 见 ， 级 数 | 4, | 与 (1+1 4 局 时 收 伍 或 同时 发 散 ， 


若 级 数 并 | 4, 收敛 ， 则 称 无 穷 乘积 TI (1 + w,》 绝对 收敛 ， 


绝对 收敛 的 无 穷 乘积 有 以 下 两 个 性 质 ， 

1) 绝对 收敛 的 无 穷 乘 积 一 定 收敛 ; 

2) 绝对 收 人 钙 的 无 穷 乘积 可 以 改变 因子 的 顺序 而 不 影响 无 穷 
溢 积 的 值 p. 


证 明 假定 1+44, 闪 0 . 设 p,= 3 (1+4,)。 只 要 证明 级 数 


pit (ps — pi + (ps— Pr-1) te (4) 
收敛 ， 上 且 其 和 p 闪 0. 
设 P,= [| GQ +iw |)， 容 易 看 出 
| 
| pi- pra- |=) C1 +u) +2) (1+un 1 u, | 
(T+Iu DGOtiw, b+ | Diu,i 
=P,-P,-i. (5) 


因为， 公设 工 1u | 收敛， 所 以 I at. ) 收 得， 即 级 数 
Pp, +(P,— Pi)+.…+(P,~P,._1)+. (6) 
收敛, 由 (5) 式 知 ， 工 (p,- bp， ，) 绝对 收敛， 故 级 数 (4) 收 敛 
彼 ] lim ps = 访 仔 在 . 
现在 证 朋 pxe0. 由 于 于 1 ur 政策 ， itus Fl orreo)， 
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所 以 级 数 叶 | 二 后 一 | 收敛 , 由 刚才 还 明 的 事实 可 知 ， 无 穷 乘积 


1IQi- [人 ) 收 伊 即 


IT (1- Up ) 1 i 
1 1+us. 


TiO+ru,) Pp 
sl 


当 n> co 时 ， 有 有 穷 极 限 ， 所 以 lim p,= px 0。 1) 得 十 ，。 


设 由 上 | (1 +w,) 改变 顺序 后 的 无 穷 乘 积 为 

TT ru). (7) 
J (n=1,2,…) 是 由 序列 ， (n=1,2,.…) 改变 顺序 后 得 到 的 序 
列 . 由 于 汪 1 4 | 收 敏 ， 故 郧 | 由 | 也 收效 。 由 1 可 知 ，TT 1 
+u’) 收敛 ， 其 值 少 关 0. 


现在 证 明 p=p. 设 p= ]] (+wu!)，lim p= p’。 对 于 任 


意 固 定 的 n”， 取 m 之 n， 使 得 p4 含 有 ,的 一 切 因 子 、 
pi=p(l tu tu (+u), oa,B,…, Nnt+1. 


/ 
际 


=|(1+M)(1+2) 1+2) 一 1| 
(1+1Uel)CL+uaD 1+u 一 1I 
< 和 ec， 一 1， (8) 


其 中 RR，,=| Hni 1 [二 | Un 二 2 | 十。 合计 co， 这 时 和 co， 用 0， 
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所 以 由 (8) 式 得 到 


2。 Weierstrass 因 子 分解 定 理 


在 第 三 章 $ 2 里 ， 我 们 知道 一 没有 雾 点 的 整 函 数 六 z) 可 表 为 

f(z2)=e@ ”7) (9) 

其 中 o(z) 是 整 画 数 ， 若 f(z) 是 一 个 只 有 有 穷 多 个 雪 点 的 整 函数 ， 

0 0 0 (ais0) 是 帮 z) 的 雾 点 ， 其 级 分 别 为 mit2， 
-II 。 倒 


Plz)=2”"(2z~ G1) "i122 ad)"n 


m 2 2 
= .dz (1- 三 ) € 和 多 AX0, 


f(z) 

Pl(2) 

以 z=0,4G，(t=1,2,…yH) 为 可 去 盏 扩 ， 因为 h(z) 是 整 孙 数 ， 

且 没 有 寺 点 ， 所 以 h(z)=e*'” ,yp(2) 是 整 阔 数 . 于 是 
f(z)=P(z)e"'’) 


pl) mf 2 i( _ 2 i 
=e "(1 过 ) 1 二) 《10) 


(常数 4 归 到 wz) 中 去 了 )， 即 f(z) 可 以 表示 为 一 个 多 项 式 与 一 
个 没有 零点 的 整 画 数 的 乘积 而 这 个 多 项 式 仅 以 f(z) 的 零点 为 其 

现在 设 整 阔 数 1(z) 不 恒 为 存 ， 有 上 且 有 无 穷 多 个 大 点 (如 e’ 一 1， 
sinz ,cosz 等 等 ) ,因为 上 >z) 的 在 点 是 可 列 的 ， 我 们 可 将 太 z) 的 雳 
点 《如 果 z = 0 是 f(z) 的 零点 ， 则 这 点 除外 〉 按 其 模 由 小 到 大 排列 
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那么 ， 画 数 


h(2) < 二 


成 一 序列 〈 和 级 零点 就 在 其 中 出 现 m 次 )， 
CCG29 Ca 

0<| G，| 委 | G，+ |， 

| (11) 

现在 的 问题 是 ， 在 这 种 情 辑 下， 是否 可 以 将 f(z) 表示 为 类 似 的 
无 穷 乘 积 。 从 而 使 它 的 零点 变 得 非常 明显 .当然 我 们 不 能 简单 地 
将 1(z) 表 为 2"e*'"! TI (1 - 志 -)， 因 为 这 个 无 穷 肥 积 可 能 不 收 


籽 


敛 . 为 了 回答 这 个 问题 ， 下 面 首 先 证 明 ， 对 于 任意 给 定 满 足 (11) 
式 的 复数 序列 c, (n= 1,2,…)， 必 存在 一 整 画 数 g(z)， 它 俯 a, 为 
宕 点 ， 且 仅 以 a 为 震 点 ， 


由 于 lim | ac, |= + co， 我 们 可 得 到 正 整 数 序 列 kh，(n=1， 


2,…)， 使 得 级 数 于 (六 ) “对 于 任意 的 正 数 R 都 是 收敛 的 ， 
事实 上 ， 若 存在 正 整数 h， 使 得 级 数 沁 TFT 收敛， 则 只 需 取 


/pA 
=k 如 果 在 相反 的 情形 ， 只 需 取 hk.=n， 因为 级 数 汪 (|) 


是 收敛 的 ， 
现在 我 们 考虑 无 穷 乘 积 
> > Na > ARn- 
证 (1 三 )。 让 *( 襄 ) ttei( 庄 ) (12) 


rn 二 1 


对 于 任意 固定 的 正 数 RR， 取 正 整 数 NN， 使 得 当 n 之 NV 时 , | c,| > 
2 及 ， 当 "< 时 ，| a, ] 专 2. 由 于 去 控 有 穷 个 因子 不 改变 无 穷 乘 
积 的 收敛 性 ， 所 以 我 们 只 要 劳 虑 无 穷 乘积 
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2 ) 


站 0 二 二 (二 Jo 全 
在 加 | z | 委 尺 上 的 收敛 性 .为 了 方便 起 见 ， 我 们 记 


, Rn 一 上 
) __2 本 (之 ll (之 ) 
D2)= + 7 a) t+ (i | (13) 


Q.(zj=log(1- 世 )+Po(z)， (14) 
El2) =(1- 2 )e "en" (15) 
Ga， 
1 、 
因为 当 | > | 委 民 ， 1 之 几时 ，| -一 < 过 所 以 有 


/zl 1 | > |NRna+l 
| Qa (2) < 去 ( 汉 ) + ET) 机 


<( 引 六 


】 一 
la, | 
一 ph kn 
| Q,(2) <2([ 人 ) . (16) 


地 Rn EE 
由 于 瑾 (3 一) 收 仑 ,所 以 于 9。(z) 在 贺 | z |<R 上 绝对 一致 


收敛 . 根据 指数 函数 的 连续 性 ， 


下 它 | ) _ 1 2 Rn-1 
(1- 记 )e an 一 又 Qn (二 

人 

nn 二 


= IT Etz)=exp( 3 0,2)) (17) 
naay n==y 
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在 | z | 委 民 一 致 收 敏 。 由 Weierstrass 定理 〈 第 四 章 $ 1 定理 3)， 
这 个 无 穷 科 积 表示 一 个 在 | z | 之 R 内 解析 的 函数 ， 并 且 这 个 解析 


函数 不 为 都. 而 [已 ,(z) 的 雾 点 是 ac。(n = 1， 2，…) 当 中洲 在 图 


1z | 委 2R 上 的 那些 点 。 因 此 位 于 圆 | z | 之 R 内 的 a, 是 了 E，,(z) 


的 秆 点 ， 且 在 圆 | z | 之 R 内 只 有 这 些 震 点 ， 
又 当 n 充 分 大 时 ，| Q;,(z) | 之 1 z |] 二 R)， 根 据 不 等 式 (第 
四 章 § 2 的 习题 4 ) 


|e* -1|<7|z1, dzKD)， 
我 们 有 
[E22) -1|=|le "~1I<7| Q(z)| 
7/RN'" 
< (a 
所 以 条 已 ,(z) 在 圆 | z |<R 上 是 绝对 收敛 的 。 


综 上 所 述 ， 我 们 得 到 
定理 1 对 于 任 给 满足 条 件 (11) 的 序列 ac, (8= 1 2，…)， 存 
在 怡 以 a, 为 其 零点 的 整 沙 数 
g(2) = TIE,2). (18) 


他 一 


右边 的 无 穷 乘 积 对 于 任意 z 绝 对 收 人 勾 ,并 且 


pz2)= | | 玖 .(z) (19) 


上 一 | 
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在 任意 圆 | z | 刀 尺 内 一 致 收敛 到 g(z)。 
推论 1 等 式 


g’(z) 雪 
g(2z) | 2 FE,.(2z) (20) 


在 点 2 半 a, 处 成 证 , 且 在 不 包含 点 4a, 的 任意 有 穷 闭 域 上 一 致 成 立 ， 

证 明 由 Weierstrass 定 理 ，4(2z) 在 任意 圆 | z | 扫 开 内 一 致 
收 纪 划 9/(z)， 因 此， 在 不 包含 点 ae。 的 任意 一 个 有 乔 闭 域 d 上 ， 
bs2z)/bD (2z)-- 致 收敛 到 9 (z)/19(z). 但 是 


p’(z) ~ Es/(2) 
了 (Zz) - 工 喜 (2z)° 


邻 f-: co， 便 立即 得 到 (20) 式 .因为 (20) 式 右边 的 级 数 在 d 上 一致 
收敛 ， 所 以 可 对 (20) 式 任意 次 逐 项 求 导 数 ， 
推论 2 ”任意 亚 纯 函数 都 可 以 表示 成 两 个 整 画 数 之 比 . 
事实 上 ， 设 f(z) 是 任 一 亚 纯 函数 ， 由 定理 1 ， 存 在 整 贸 数 
f1(z)， 它 以 f(z) 的 极点 为 它 的 等 点 , 兮 
f.(2)= f(z2)f (2). 
只 票 在 f(z) 的 极点 a 处 规定 f ,(9) = limf ,(z), 那么 f,(z) 就 是 


一 个 整 丽 数 .。 所 以 /zz) = f,(2z)/f1(2). 
定理 2 (Weierstrass) ” 若 落 数 1(z) 是 整 函 数 ， 需 点 是 


个 


一 一 人 
0,0,.…,0,a. a 


(0 之 | c, | 委 | awr1 |，lim|a, |= +ce)， 则 扩 z) 可 表 为 


» 2 3( z ) 7 2) -1 
> + ， 机 Gn 
f (2) = 2"er' ?JT(1- 闻 )e" 人 “? ; 


ns} 
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其 中 h(2z) 是 一 整 阔 数 ， 

证 明 ”由 定理 1 ， 存 在 一 整 画 数 g(z)， 它 恰 人 以 a，(n= 1,2， 
…) 为 其 于 点 。 设 
f(z) 
2"g(2) 
因为 g(z) 和 f(z) 有 相 辣 的 老 点 ， 且 同 级 ， 所 这 4, 是 及 (z) 的 可 去 
奇 后 ， f(z) 是 一 个 整 沙 数 ， 且 没 有 老 点 ， 所 避 DH(z)=e"'’., 这 
里 h(z) 是 整 画 数 .因此 得 到 

f(z2)=2z"e’: * g(2z) 


H(z) = 


mh 2 - 2 
= 2 2 HU a 
有 和 


人 et I 立 ) 


定理 证 毕 ， 
注意 ， 定 理 1 中 的 g(z) 不 是 唯一 的 ， 因 而 定理 2 中 的 f(z) 
表 成 无 穷 乘 积 也 不 是 唯一 的 ， 


3。 Hadamard 定 理 


在 Weierstrass 因 于 分 解 定 理 2 中， 仅仅 知道 h(z) 是 一 整 画 
数 . Hadamard 售 经 指出 ， 若 对 于 f(z) 的 增长 性 作 某 种 限制 ， 那 
么 h(z) 是 一 多 项 式 . 为 此 ， 我 们 要 引进 整 画 数 的 级 的 概念 ， 

在 前 一 章 里 我 们 知道 ， 若 z = % 是 整 画 数 1(z) 的 可 去 奇 点 ， 
则 f(z) 必 是 一 个 第 数 ， 阁 z = oo 是 它 的 一 个 站 级 极点 ， 则 f(z) 必 
是 一 个 m 次 多 项 式 ， 若 > = 0 是 f(z) 的 本 性 奋 点 ， 则 f(z) 是 -一 超 
越 整 丙 数 ， 如 e*，sinz 等 ， 


没 /(z) 是 一 个 非常 数 的 整 画 数 ，M(r; = max | f(z)1. 由 
最 大 模 原 理 和 Liouvilie 定 埋 可 知 ，M (r) 是 单调 递增 趋 于 + co 的 
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实 丙 数 ， 下 面 我 们 进 一 区 研究“ (六 的 得失 全， 设 1(z) 是 一 个 多 
项 式 
fa) os ta a tt ass0。 
容易 看 出 ， 存在 A 之 B>0, 使 得 当 r 之 r ,时 ， 
Br"<M(r)<Ar". 
所 以 
logM (r) 


9 


Lm logr 
即 M (7) 的 增长 与 "相同 . 但 是 任意 一 超越 整 画 数 /(z) 的 MM(r) 上 比 
r 的 任意 医 增 长 要 快 ， 并 且 

|; log M (r) 

se logr 
事实 上 ， 若 存在 4 之 0， 使 得 

M Cr) 入 ， 

则 fCz) 必 是 一 个 次 数 不 超 过 于 4 的 多 天 六 《从 ! 第 三 章 § 3 的 习题 7) 
又 知 


= + co 


. logM (r) 
lim To 
TE Ogr 


到 


那么 对 于 任 给 1 之 !， 存 在 序列 r,-> + co， 使 得 


logM (r+.,) 
logr <<11， 


即 Mkr,)<r% 因此 同样 可 以 推出 ，f(z) 是 一 个 次 数 不 超 过 
[0 的 多 项 式 ， 这 与 jz) 是 超越 整 夯 数 不 符 。 因 此， 如 果 用 

lim {8M 0) 

"um logr 
作为 衡量 f(z) 的 增长 性 的 级 ， 那 么 m 次 多 项 式 是 m 级 的 ， 而 任 一 
超越 整 画 数 就 都 是 无 穷 级 的 ， 所以， 以 军 画 数 r* 来 估计 超越 整 痢 
数 的 M (>) 的 增长 人 性， 就 不 能 达到 区 分 它们 增长 快慢 的 目的 .我 

一 4248 一 


= [< + co， 


们 必需 用 堆 长 较 快 ， 并 且 便 于 上 比较 的 丙 数 ， 这 就 是 e”. 

加 果 存 在 正 数 4 之 0， 使 得 对 于 充分 大 的 [r，f(z) 的 最 大 模 
Mr) 满 足 条 件 

M(r)<e', 

则 称 f(z) 是 有 穷 级 整 画 数 .在 相反 的 情 隐 下 ， 则 称 f(z) 是 无 穷 级 
整 商 数 ， 

右上 帮 z) 是 有 穷 级 整 机 数 ， 则 称 o = inf /是 f(z) 的 级 . 显然 ， 
整 洲 数 的 级 是 非 负 的 ，P 过 0. : 

根据 下 确 界 的 性 质 ， 对 于 任意 p, 之 p， 存 在 ro， 使 得 当 r~ 
ro 有 时， 
log logM Cr) 


Mr)<e ， 


Jogr p13 
对 于 任意 op,<p， 存 在 序列 r,-> + ce， 使 得 
7 2 log log MM 

M(r,.)>e'”’, -08 08 (rn) ps. 


logr, 
由 于 pi ，Dp: 是 满足 :<po 导 pi 的 任意 实数 ， 所 以 


一 loglogM (r) 
P=-lim™ Togr 


oc 


反之 ， 由 (22) 式 定义 的 p 一 定 是 f(z) 的 级 ， 四 此， 0222 宁可 以 作 
为 1(z) 的 级 的 定义 ， 
例 1 设 P(2)=aQ02z"+ai2" 1i+…+a,。 它 的 最 大 模 
M(r)< Ar"<e'', 
其 中 4 是 某 一 正 营 数 ，4 是 任意 正 数 , 所 以 Oo=int4=0. ， 
例 2 设 1(z)=e*”(m 是 正 整 数 ), 它 的 最 大 模 M (r)=e”， 
P=m。 特别 地 ，e’* 是 一 级 整 加 数 。 
下 面 我 们 证 明 对 于 有 穷 级 整 丽 数 1(z2)， 存 在 一 个 正 数 a， 使 


(22) 


得 级 数 对 Ta 下 ,| -收敛 ， 这 里 a ,着 f(z) 不 为 盘 的 下 所 ， 从 而 使 
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j(z) 的 无 穷 乘积 表示 式 得 到 简化 ， 
定理 5 若 男 数 /(z) 是 有 穷 级 p 的 整 沙 数 ，a, 闪 0 (n= 1,2， 
…) 是 f(z) 的 零点 ， 则 对 于 任意 的 正 数 :， 级 数 


”1 
> Tap <+%, (23) 
9 一 1 


证 明 ” 设 e>0 是 任意 正 数 ， 
Qi.(2)= (a ~ 2)(0, 2).(a, — 2), 
取 贺 周 y ,| z 1= R= 3| oa,|. 由 Cauehy 公 式 得 到 
Lf CE) 0 Ko) 
2 ,Qe) TQ,0) aiq,.an" 
在 圆周 | £ |= R= 3| a, | 上 ， 
| Q ,6) | 宕 CR-1a, DC(R-| a,1):.……R-|a,|) 
之 (有 尺 -|1ac, iD = 2"|a,|", 
因为 Fz) 的 级 是 Pp， 所 以 当 尺 充分 大 时 ， 


(24) 


11S 
其 中 e1 是 小 于 e 的 任意 正 数 .于 是 
+s 1 


1 f (6) eg(319n1) 
| ycC (ce) ds < (2l a.1)” ” 


由 (24) 式 有 


(If ee 


lallaskhlar| 2°[o,.b 


因为 | a | 委 | 4; [<… 志 | ca. |， 所 以 


， 1 (31aal) te] 
2 <TFOT e 。 
我 们 不 妨 设 1(0) = 1， 所 以 
n< iocy Mos Dr = A av 
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其 中 4。 是 与 有 关 的 常数 . 由 此 得 到 


1 A 
la Pr 9 
或 
1 45 p+e 
| a， CD 4= re 1l， 


因 当 > 1 时 ， 级 数 二 -收敛 ， 所 以 并 Te 收 倒 . 证 毕 . 


使 得 级 数 导 [收敛 的 正 数 w 的 下 确 界 P， = infa, 称 为 整 


函数 /(z) 的 零点 的 收敛 指数 . 显然 有 pi 宇 0， 定 理 3 表明 
Di 委 D， (25) 


车 p 是 使 沁 T5-rrT 收 全 的 非 负 最 小 整数 ， 那 么 


1 1 
)e a) pr) 0) 


P(z)=TIU -二 


称 为 典型 乘积 ，? 称 为 它 的 格 . 根据 定理 1，P(z) 是 整 浒 数 ， 尼 
恰 以 ea，(n = 1,2，…) 为 霉 点 ， 
由 收敛 指数 的 定义 ， 容 易 看 出 
pi-l&p pl, 


因为 车 pi 不 是 整数 , 则 p= [p11， 若 Pi 是 整数 , 则 当 于 本-T 


收 伊 时 ,p= pi 一 1， 当 开发 艇 时 ，p = pi, 再 由 (25) 式 ， 


得 到 
Pi 一 I (27) 
现在 ， 根 据 Weierstrass 因 子 分 解 定理 ， 有 穷 级 整 郊 数 / (2z) 
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可 以 表示 为 : z 
f(z2)=2"e’' IP(z), (28) 
其 中 P(z) 是 帮 z) 的 要点 的 典型 乘积 ， 
定理 4 (Hadamard) 若 函 数 六 (z) 是 有 穷 级 整 丙 数 ， 其 级 为 
P， 则 (28) 式 成 立 ， 其 中 hz) 是 次 数 不 超 过 p 的 多 项 式 ， 忆 (2) 是 
f(z) 的 去 点 的 嵌 型 对 积 ，m 是 f(z) 在 原点 的 寺 点 的 级 ， 
， 证 明 按照 Weierstrass 因 子 分 解 定理 ， 


(i rmt 
Ee ” 


» 


1(2)= ee IT(-- 


其 中 h(2) 是 一 枯 太 玫 . 现 在 来 汪 明 有 2) 是 一 个 次 数 不 直 过。 的 多 
项 式 ， 对 于 任意 及 >1, 取 正 整数 入 ( 依 顿 于 R)， 使 得 当 n<N 时 ， 
Las lSR， 当 n>>N 时 ,1 a, [之 R. 记 

f1(2)=2" TT(G- 亏 ) 


Un 


二} 


n= 1 


f (2) = ex ta， > ( 2)} 1 (- 


ee 
| f(z2)=f1(2)f (2)., 
在 圆周 | > |=2R 上 ， 


(车 p= 0，r (uw)=0), f1(2)， 


-f(z) >GR) "TI( 丢 - fia) | 宕 | f(z) 1， 


设 M(r) 是 1(z) 在 图 周 z |=r 上 的 最 大 模 . 在 圆周 1 z1=2R 上 、 
| f(z) {M2R). 
所 塘 在 圆周 | 令 [|=2R 上, 
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| fa(2) EM 2R). 


由 最 大 模 原 理 ， z 
| (2z) IMR), i2z |<R, (29) 
f(z) 在 圆 | z |<<R 内 没有 寺 点 ， 所 以 
f(z2)=e"'’, 
其 中 


~ 
Jp(z) =h(2)+ (之) 


+ ba 区 -+ ( 站 《30) 


一 认定 1 


上 式 右边 的 级 数 在 圆 | z |< 玉 内 一 致 收敛 ， 这 是 因为 


ee(- 言 )+r( 训 )|-| -三 , 训 (二 ) | 
(on) Carpriren) 


由 于 | z | 之 RR< a, | GD>N)， 所 以 右边 的 级 数 收效 ， 于 是 “ 


之 Zz 四 1 
ON 
其 中 开 是 只 与 尺 有 关 ， 而 与 z 无 关 的 各 数 
在 圆 | z | 之 RR 内 对 9(2z) 求 m 次 导数 ， 这 昌 mp 之 p, 注意 到 
r,(2Z) 是 p 次 多 项 式 ， 所 以 


a ~ -1)" (m—1)! 
"(2)=h" (2)+ 2 一 


n=N+1 (2z2—an)" 
令 2= 0， 得 到 
D "(0) 请 (0)》 的 1 
”1 ma” “ (31) 


男 一 方面 gp(2z) 在 图 | z | 忆 尺 内 可 展 为 加 级 数 
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2(z)=》c,z"， |z|<R. 


nD 


由 (29) 式 ， 


eRe” :I M2R), | > |< R. 
Regp(z)<logM (2R), 
所 以 〈 见 第 四 章 $ 2 的 习题 9 ) 


] 一 2 及 
| (0) < CA 2 ep(0) 0 之 rR. 


| c |= 


令 r 全 开 ， 得 到 
| gp'™ (0) 9 < 4 log M (2R) -2Rep(0) 
pp” 者、 


因此 ， 由 (31) 式 得 到 


{tm} ] 及 mw 
| (0) < 4 8 CF) 2Regp(0) + 人 站 二 (32) 


因为 1(z) 是 p 级 整 黄 数 ， 所 以 对 于 0 之 之 m ~ p， 当 R 充 分 大 时 有 


M(2R)<e'?r!'™, 
logM (2 R)<(2R)"”?:. 


dlog M (2R) - 2Regp(0) 
Re” 


4 (2R)°*°* -2Regp(0) 


< 0 (R-> + co)。 


- ] 2 
+ co。 2 Tar 。 于是， 出 (32) 式 ， 了 下 其 得 到 


Pi” (0) = 0， 
对 于 所 有 的 正 整 数 m>p 成 立 ， 即 hz) 是 次 数 不 超 过 的 多 项 式 . 
定理 证 毕 . 

下 面 两 个 定理 是 Hadamard 定 理 的 应 用 .第 一 个 是 Picard 定 理 
的 一 个 特殊 情形 . 

定理 5 关 画 数 1(2z) 是 有 穷 级 整 画 数 ， 则 f(z) 取 到 每 一 个 
有 穷 复数 ， 至 多 可 能 除 一 个 例外 值 . 

证 明 用 反 证 法 .假设 有 两 个 不 同 复数 a,，P, 对 于 一 切 有 穷 复 
数 z,f(2) 半 a,f(z) 闪 BB， 那 么 f(z) 一 a 也 是 有 穷 级 整 画 数 ， 且 
f(z) -a 六 0, 因 此 f(z)-a=e”’'”*,g(z) 是 整 责 数 . 由 Hadamard 
定理 ，g(z) 是 一 个 多 项 式 ， 其 次 数 不 超 过 f(z) 的 级 ,但 是 e”'”) 不 
取 值 B -a， 即 g(z) 不 取 log(B - c)， 这 与 代数 基本 定理 相 了 矛盾， 
因为 多 项 式 取 到 每 一 个 有 穷 值 .定理 证 毕 ， 

定理 6 非 整 数 级 的 有 穷 级 整 藩 数 必 有 无 穷 多 个 需 点 。 

证 明 寿 不 然 ， 整 画 数 1(z) 的 堵 点 只 有 有 穷 多 个， ClyC2， 
…Qs。， 那么 由 Hadamard 定 理 ,f(2z)=e*' (za1)-…(2-a,), 
g(z) 是 一 多 项 式 ， 它 的 次 数 mm 不 超过 f(z) 的 级 p，m<py er 
的 级 是 m( 见 习题 6 ). 但 是 另 一 方面 ，f(z) 和 e””" 应 有 相间 的 
级 ， 所 以 m = p. 而 p 是 非 整 数 ， 这 就 得 到 矛盾 了 .定理 证 毕 . 

例 5 将 f(z) =sinxz 展 为 无 穷 乘积 . 


. l | | 
sinn2= oF (6 一 CC "”')., 


由 于 
| sinzz < ee "tr te "lI)=e"'*!, 
所 以 
M(r)<e”"'. 
另 一 方面 ， 因 为 
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1 =， 
| sinrir | = 一 (ee ") > 8 (r+ >r0), 
所 以 
M (7)>e" (Cr >70) 。 


于 是 ， sinr2z 是 有 人 筋 穷 级 整 函 数 ， 其 级 p = 1. 它 的 震 点 是 。 


>=0, 士 1, 士 2，- ” 


按 模 的 大 小 排列 为 ; 
0， Ci 一 |， du, = 一 1， G3 =2， CGI4 二 一 必 
Gdn-1 = Con 一 一 人 


豚 数 于 | 发散， 而 开 T5 下 收 仇 ， 因 此 pl 由 Hedemer 


定理 得 到 
sinxn2= Ze’*?P(2), 


其 中 


~- a I z2N 
Po -TI(- 羡 )e ”= II(1--). 


若 将 > 易 为 -= >， 立 即 得 到 4 = 0， 于 是 
sinaz= 20[[ (1- 2 ), 


二 | 


或 
-大 ) 
和 / 
ol 
最 后 得 到 
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sinz = zz]T( -三 ) (33) 


n= 1] 


此 外 ， 根 据 定理 1 的 推 治 1 (公式 (20))， 对 于 典型 乘积 


我 们 有 


PpP’ (2z) 一 1 1 
Pl(z) ” (#7 六 ) Zon 


另 一 方面 ， 由 于 sinrz = rz2P(z)， 等 式 两 边 求 导数 得 到 


XCOSAKZ = xP(z)+ xzP’ (2). 


所 以 


册 求 一 次 导数 ， 得 到 
x ~ 
sin2nz™ 27 + (2 -a.)*" 


将 a, 的 值 代 入 cotxz 的 天 达 式 中 ， 并 且 将 具有 指标 x 和 -nn 的 两 项 
结合 起 来 就 得 到 


2 之 


XCOtAZ -一 十 Y 


n=1 


Zz 尖 十 nn， (34) 
以 及 
5 -Dy in)79 守土， (35) 
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习 题 
1。 求 下 列 无 穷 乘积 的 收敛 范围 ， 
II(+ 到 ) [are ZJ) 


其 中 于 | c, | 路 全 


2. 证 明 当 |z |<1 时 ，[] (li+z?" 


LE 


2 人 


3- 证 朋 e'“， 其 中 h(2z) 是 整 浪 数 ， 同 h(z)=? 


4。 若 1f1(z)，f，(z) 是 有 穷 级 整 落 数 ， 其 级 分 别 为 p1，,p，， 
则 f(z)f2.(z) 与 f1(z)+f,(z) 的 级 声 max(pj,PpPs). 又 若 p, 半 
P2， 则 f(z) 十 f(z) 的 级 p = max(pi,p,). 

5。 若 当 | z | 之 有 时 ， 整 画 数 矿 z) 满 足 条 件 


| jz) |<e4171 79， 
其 中 4,B8,a 是 正常 数 ， 则 f(z) 的 级 p 志 a. 
6。 求 下 列 整 夯 数 的 级 ， 


e%‘* (Q(z) 是 m 次 多 项 式 )，cos > ，e@” 
7。 若 f(z) 是 有 穷 级 整 画 数 ， 级 为 p， 则 P(z)f(z) 的 级 也 
是 pop， 这 里 P(z) 是 一 多 项 式 ， 
8. 将 下 列 画 数 展 为 无 穷 乘 积 ， 


C0osz, ee"”~e**, Chz—-cosz, 


者 


9。 证明 
sinx2 一 了 一 之 2 
2+) 
10. 证 明 Wallis 公 式 ， 
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11。 设 函数 序列 f.(2) (n=1,2,…) 在 域 姜 内 解 折 县 
| f,(2) |<a,, 沁 a, 收 包 ， 求 让 无 穷 采 积 ] (1+f.(z)) 在 DD 内 
一 致 收敛 ， 

12， 证 明 TT(1+ 到)。 "在 整个 有 穷 古 面 上 收 北 ， 极 限 


六 数 足 一 个 整 沙 数 ， 
13. 了 巩 0<j a |<1, | zj 委 ” 和 1， 证 明 
a+|alz 1+r 
' (1—-dz)a | 1 一 7 


14。(Blaschke) 设 复数 序列 a， (n=1,2,…) 满足 条 件 ，0 


< a |<1; 洒 (1- as| ) 之 4+ oo， 证 明 无 穷 乘 积 


一 Gn 一 之 | a, | 
fcz)= [|] a2 a 


入 之 | 


在 圆 | > | 委 r (0<r<1) 上 一 致 收敛 . 因而 f(z) 在 单位 贺 |z |< 1 
内 解析 ， 上 太 z) 以 ao, 为 老 点 且 疫 有 别 的 霉 点 ，| f(z) | 委 1. 
15。 设 a, 是 复数 序列 0C<Cja, | 之 1l， 若 m 闪 nn， an 六 a,， 


2 (1 ~| a,|“) 之 + ceo， 证明 乘 积 


g(2)= [1 


一 各 | 之 一 一 一 


rr- 


在 圆 1 z | 之 1 内 收敛 ，g(2z) 在 加 | z | 之 1 内 解析 ， 它 以 a ,为 需 点 ， 
且 1g(2z)| 志 1， 
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2 亚 纯 函 数 展 为 部 分 分 式 


1。.。 Mittag-Leffler 定 理 
在 第 四 章 里 我 们 知道 ， 和 如 果 一 个 亚 纯 丽 数 f(z) 只 有 有 穷 多 


个 极点 Gy 0C2 Go 且 z = co 是 它 的 极点 或 可 去 吞 点 ， 则 f (2) 
是 有 理 函 数 ， 并 且 、 
f(z2)=c+P(2z)+ Sy,(2), (36) 


i 三 1 


其 中 yw;(2) 是 1(z) 在 点 4j 的 主要 部 分 . 对 于 一 个 超越 亚 纯 三 数 
f(z)，z = %% 或 是 它 的 本 性 奇 点 ， 或 是 它 的 极点 的 极限 点 .在 前 
一 种 情形 ，f(z) 的 极点 仍然 是 有 穷 多 个 ， 那 和 勾画 数 


LU(z)= jz)- ) yp;(2) 


j 三 1] 


是 一 个 超越 整 画 数 ， 所 以 


f(z2)=U(2) + Dp,(2) (377 
i=1 


在 后 一 种 情形 ，f(z) 有 无 穷 多 个 极点 设 这 些 极点 是 01 ,a2，…， 
a,，…， 仍 按 模 的 大 小 排列 想来 ,| a |<| or 并 且 liml ao| 
= + co 现在 的 问题 是 ， 能 否 将 /(z) 展 为 以 %。(z) 为 一 般 项 的 级 


数 2_,y.(2z)? 显然 ， 一 般 来 说 ， 这 个 级 数 在 zssa* 处 不 一 定 收 


化 .但 是 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 1 (Mittag-Leffler) 若 画 数 f(z) 是 一 亚 纯 了 落 数 ，a,(n 
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| a, | 委 |c. | ， lim | a, |= +co， 
出 
f (2)=U(2)+ 5 {yz)— P,(z)}, (38) 
其 中 y,(2) 是 f(z) 在 极点 a, 的 主要 部 分 , P,(2) 是 多 项 式 ，U (2) 
是 整 画 数 ， 


证 明 与 前 一 节 相 类 做 ， 我 们 先 作 一 个 亚 纯 画 数 g(z)， 它 
恰 以 a, 为 极点 ， 且 在 点 a, 的 主要 部 分 是 yp,(2). 


_ 取 正 数 se,>0 ， 使 得 刺 e, 收 剑 . 若 o = 0， 则 取 P,(2) = 0 


-的 多 项 式 ， 即 z 的 有 


一 G， 


对 于 寞 于 雪 的 c,， 由 于 %,(z) 是 关于 


理 画 数 ， 它 在 圆 |z|<i c, | 内 是 解析 的 ， 因 此 可 以 展 为 Taylor 级 
数 


\ 
pl2)= 2, lzl<ilal, (39) 
: 到 二 人 0 < 


大 上 且 右边 的 级 数 在 圆 1z| < 下 la.| 内 一 致 收敛 到 %。(z)， 所 以 存 


在 整数 p,， 使 得 


nn 


{gk) 
0 DE | < 
一 ! 
记 
Pn) 
PP.(2) 于 天 | . (40) 
让 二 0 ， 


设 R 之 0 是 任意 正 数 ， 取 正 整数 N = N(R)， 使 得 当 n>>N 时 ， 
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lc,| >2R， 当 nm 委 六 时 ，lc,| 二 2R。 于 是 当 n 祖 N，12z| < 之 R 


1z| < je 时， 
(121< 汪 0) 


$aC2) -Plz)| <e,. 


由 于 叮 。, 收 敛 ， 所 以 


yy {fy,.(2)- Pp,(2)} 
在 圆 | >|<R 内 一 致 收敛 ， 当 nm> 六 时 ， 画 数 ,2) 的 唯一 极点 是 
z= a,， 它 不 在 贺 | z| 过 RR 内. 根据 Weierstrass 定 理 ， 


1(2)= 》 {2) -PP,(2)} 


nN 二 + 1 


在 圆 |z| 之 RR 内 解析 。 于 是 ， 画 数 
(2)= > {pz2)— PP,(2)}+o (2) 


”在 圆 1z1<RR 内 以 位 于 该 圆 内 的 那些 c。 为 极点 ， 它 的 主要 部 分 为 
y$.(z)， 因 为 RR 是 任意 的 ， 所 以 p (z) 是 我 们 要 求 的 亚 纯 画 数 ， 
现在 考虑 函数 
U(z)= f(z2)- 9(2z). 
因为 p(z) 和 f(z) 有 相同 的 极点 a。(n=1,2,…)， 上 且 在 a。 有 相 辣 
的 主要 部 分 $$,《2)， 所 以 若 定 义 U (a,)= lim {f(z2)- (2z)}, 


那么 U (2) 是 一 整 画 数 ， 即 
f(z2)= UC(z)+ DL {YC2) -PP,(2)}. 
n=1 
定理 证 毕 . 
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2. Cauchy 方 法 


根据 Mittag-Leffler 定理 ， 亚 纯 画 数 可 以 展 为 部 分 分 式 
对 于 其 中 的 U(z)， 我 们 仅仅 知道 它 是 一 整 画 数 . 下 述 的 Cauchy 
方法 是 应 用 留 数 定理 ， 在 对 f(z) 作 补 充 假 定 下 (实际 上 也 是 对 
f(z) 堆 长 性 的 一 种 限制 );， 和 证明 U(z) 是 一 个 多 项 式 ， 

设 7 ,是 一 列 包含 原 点 在 其 内 部 ， 且 不 经 过 亚 纯 砂 数 f(z) 的 
极点 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 ， 满 足下 面 的 条 件 ， 

1) ?+ 位于 ?的 外 部 (n= 1,2,…) 

2) d,.=d(0,7,)->+o0 (n> + co)3 (41) 


3) 三 "<A( 常 数 ), 上 ,是 ? ,的 长 度 . 


假定 f(z) 在 ? ,上 满足 条 件 ， 
lf Cz) BIlz]?", (42) 
其 中 pp 是非 负 整数 ，B 是 正常 数 . 

我 们 还 不 妨 设 f(z) 在 点 z = 0 解析 。 在 相反 的 情形 , 只 要 考虑 
f(z) 一 yo(2)，yo(z) 是 1(z) 在 点 z = 0 邻 域内 Laurent 展 式 的 主 
要 部 分 。 考虑 积分 

2xi a 二 de. 


由 留 数 定理 得 到 


ar], + Ce) de = f(2) ~ Eyl) (43) 


见 第 五 章 $ 1 的 习题 13). 事实 上 ， 若 设 玫 (z) = 5) yy,(2z), 它 是 


有 理 夯 数 ， 据 么 1(z) -到 (z) 在 > 内 部 解析 ， 所 以 由 Cauchy 公 
式 ， 
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nl 上 一 2 


1 -2(D=L | Fo) Yo) He 


四 导 》 作为 5 的 丽 数 ， 在 ? ,的 
”外 部 是 解析 的 ,上 = ce 是 它 的 mm 
《mm 全 2 ) 级 夯 氮 。 因此 ， 由 外 部 
Cauchy 人 公式 (图 6-1)， 
1 (6) je -0, 


一 一 = 一 一 -一 一 


.21 JJ ，，6 一 2 


于 是 


6-1 


py wn Lf fy 
fo -Vr), Fe 


因为 


(DD)", 


2 j=0 


所 以 


f(z2)=W(2)+ 二 二 2) ge 


全 271 C++1 


ZT f (6) 
ni fo C+I(C -2) dé, 


其 中 右边 的 第 一 个 积分 由 Cauehy 型 积分 公式 与 (43) 式 ， 有 
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-1 人 
2mrf 1! 和 人 », 6 一 > de 


= {fa) (2)} | 
J! rc 从 


0 


= 1 fo0)(00) -i yi (0). 
帮 六 


于 是 
1(2)= Hz 
j=0 1! 
{1) } 
i 三 0 A , 
: + ziT,.(2), (44) 
其 中 


1 f (6) : 
人 与 Er a de 


因为 在 ?, 上 ，|| 宕 d,，|f(2) B16E1"， 并 且 当 w+ % 时 ， 
d,> + co， 所 以 当 n 充 分 大 时 ， 可 使 d ,之 1z1( 见 图 6-1)。 于 是 


BL, 


yl 
2) Si gd, -12D) 


AB 
< oO 
~ ox(d,—1z|) | + 60), 


从 上 面 我 们 还 容易 看 出 ， 当 |z| 扩 天时 ， 


ABR?+! 
zt+l < 
| 1 (2) Sid, -Rh) 9 


即 zr+17 (>) 在 加 | :| 过 R 内 一 至 趋 于 规 ，, 于 是 我 们 得 到 
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{02) = PH 2 


了 一 0 


+ lim 二 (2)— 5 $00) 2 ] 0 :小 (45) 


J 一 0 


如 果 级 数 


{yc2) - 工具 二 全 (0) = 


二 天 


绝对 收敛 ， 那 么 该 级 数 与 各 项 的 顺序 无 关 ，(45) 式 可 写 为 


r (41) 
f(2)= 于 二 人 


j=0 ! 
+ {yz)- 于 下 (46) 
上 兰 | 上 一 人 * 


上 式 在 除去 f(z) 的 极点 外 处 处 成 立 ， 拜 且 在 不 包含 f(z) 的 极点 
的 任意 有 界 闭 域 上 一 致 收敛 . 


1 _1 
例 1 将 f(z)= -~ 二 展 为 部 分 分 式 . 


lim f(z)=0,z=0 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 我 们 定义 f(0) = 0， 


z= kn (= 十 1, 十 2,…) 是 f(z) 的 一 级 极点 ， 
_ ZZ~sinz /11h 
Res( 1/ ， kzr) (zsinz)’ 二 于 入 并 ( 1) ? 
因此 
《一 1) _ 
Di(2) zx R= 十 1, 士 2， 
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Sinz 


~ sh:y+sin?x 


2 


在 ? ,的 平行 于 y 轴 的 两 边 上 ，sin x = 1， 


， 2 1 
] sinz sh?y+l] 
在 平行 于 x 轴 的 两 边 上 ， 


1 | 2 4 


Sinz ， 


其 中 y= 士 (20+1)r/2. 当 pn + co 了 时 ， 


4 


BE27 十 e-2y 一 2 >0. 


ch2y 一 cos2X ” 


取 ?” 为 图 6-2 所 示 
的 正方 形 ， 它 的 边 
奉行 于 坐标 轴 . 显 
然 了 了， 满足 (41) 式 
的 条 件 ， 现 在 来 证 
明 f(z) 在 y 上 是 
有 界 的 ， 为 此 只 要 


证 明 一 : 在 .上 


sinz 


是 有 乔 的 ， 


<1 


2y 9” 


ch2y-1 ee27 二 er 


所 以 -二 在?。 上 有 界 . 因此 f(z) 在 Y, 上 有 界 . 若 取 p=0， 则 


帮 (z) 满 足 条 件 (42) 式 ， 
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kx 
由 (45) 式 得 到 
1 1 7 ( 1 1 ) 
-~ 上 -|] 1 
sinz 之 人 1) 2 hx kan 广 C47) 


其 中 > 表示 hS0。 由 于 对 任意 R 之 0, 当 |z| 之 R 时 ， 
(=!+ 直 -)| 


-| | < (rE) 


所 以 于 (- 1) (二 + -二 ) 移 对 收 仇 ， 并 且 在 任意 不 包含 整 


kx 
数 点 的 有 界 闭 域 上 是 --. 致 收敛 的 。 故 有 
] _ 1 
0 = (—1) (一 + 有 已-)， 
若 将 & 和 - R 对 应 的 两 项 相 加 ， 则 得 到 
SP 一 + CD 。 (48) 
COSZ 1 一 7/ 二 
nt 2 
即 
cosz _ vi (1) 
sin2z | yp (49) 


利用 上 述 方 法 同样 可 将 cotz 展 为 部 分 分 式 〈 见 上 节 (34) 式 )， 
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刁 题 


] 。 已 知 开 纯 济 数 f(z) 在 2=1,2,3,… 有 一 级 极 点 ， 并 且 
Res(f,n)=n， 求 f(z) 的 一 般 形式 ， 

2。 已 知 亚 纯 函 数 1(2) 在 2 = 1,2,3,… 有 二 级 极点 ， 且 f(z) 
在 点 z = nn 的 邻 域 内 Laurent 展 式 的 主要 部 分 为 ,(2) = Tr 
求 1(z) 的 一 般 形 式 ， 


3。 将 函数 jz) = 一 


4。 将 琴 数 了 ,tanz 展 为 部 分 分 式 ， 


5。 试 利用 zcotz 在 点 z = 0 的 Tayloz 展 式 《〈 第 四 章 》 2 的 习题 
12) 和 cotz 的 部 分 分 式 证 明 


3 D2 2-1 Bb, XA:**， 情 ,是 Bernoulli 数 ，。 


a 1 
ot - {i na+p i 
并 由 此 证 明 
1 1 1 1 
I tA TB ean oan) 33 


了。 设 函 数 上 zz) 是 一 整 丽 数 ， 它 的 要点 al ay，Go 者 是 
一 级 的 ，0< lc 委 la 委 lim as = ce。，?， 满足 (41) 式 的 条 


件 ，f (2z) 在 Y ,上 满足 条 件 
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f’(2z) | 
max 7 o(d,), 
zf(0) 。 2 
f(z2)=f(0)e 0) IT(a ~ ~ )e” 。 
8。 证 朋 
cos 一 一 一 si 2 = (1- 2)(1 + (1 7 


-sin -2 sin (1 — 277 2 ;大 利 


提示 ， 注 意 等 式 cos 
用 上 题 . 


9 。 设 亚 纯 函数 Fz) 只 有 有 穷 多 个 极点 aiyaz，……Gan 并且 an 
(1 委 &<m) 都 不 是 整数 ，z = 是 f(z) 的 p 级 需 点 ，p 宇 2， 证明 


(1) lim f(R)=-x SRes(f (2)cotnz, a4) 


名- 用 三 1 


(2) lim Y (— 1)*f(k) 


5 
攻 -二 十 页 下 -下 


二 一 下 Sy Res(f (2)/sinnz,a,). 
10。 利 用 上 题 求 下 列 级 数 的 和 : 


十 四 


(1) 》， 


天 二 一 站 


2 a 不 是 整数 . 


po 


(2) 2 “一 1 ”，4a 是 不 为 零 的 实数 


~ n°*+a 


十 为 


33 /! 国 数 


1。 三 (z) 的 定义 
在 数学 分 析 中 ， 画 数 太 (x) 是 由 下 面 的 积分 定义 的 


r= fetid (x >0). 
0 


现在 将 症 测 数 扩充 到 复 在 夯 上 .日 然 ， 我 们 希望 扩 充 后 的 责 数 在 
实 轴 上 与 (x) 一 致 。 因 此 考虑 积分 


TCz)= | ed (50) 
0 


其 中 z =x+iy 是 一 复数 . 因为 le -'t* |=e "ft**!， 所 以 当 Rez 
=xX>>0 时 ， 积 分 (50) 绝 对 收敛 ， 矿 (z) 在 Rez>>0 内 有 定义 。 以 下 
我 们 证 明太 (z) 在 右 什 平面 Rez>>0 内 是 解析 的 。 

首先 考虑 由 下 面积 分 确定 的 沙 数 


Fez)= 人 ea 
其 中 0<a<b<+tee、 下 (z) 是 一 个 整 画 数 , 因为 对 于 任 一 有 穿 
复数 z， 


tots De dg (2 1),. 


右边 的 级 数 在 a 所 tb5 上 一 致 收敛 ， 上 式 两 边 梯 以 e-' 然 后 水 项 积 
分 得 到 
F(z)= yc, —1)",， c,= 二 | ‘(logt) "dt. 


了 f(z) 是 一 个 暴 级 数 的 和 ， 负 这 个 暴 级 数 对 于 任 总 的 z 是 收敛 的 ， 
一 251 一 


所 以 F(z) 是 整 画 数 . 


将 积分 (50) 分 为 两 个 积分 
Tos)= | era + | ei-id, 《51) 
0 1 
了 世 

xft2) = fetid (有 人 ez >0), (52) 

0 
pls)= 人 et (Rez>0). (53) 

1 


对 于 868(z)， 我 们 有 
pl(z) = Yiu), w= ed， 
根据 上 面 的 结果 ，u,(2z) 是 一 整 钞 数 。 又 当 Rez 志 xo 了 时 ， 


及 直上 关 宁 】 
uz) <| ed e-'t*o-1dt, 
而 


~ n 二 1 过 
二 | ed | e-'t"o-1dt 
人 二 ! 


收敛 。 由 M- 判 别 法 知 ,， yw,(z) 在 牛 平 面 Rez 委 yxo 一 致 收敛 。 由 


Weierstrass 定 理 ，B(z) 在 和 平面 Rez<<xv 内 解析。 因为 x, 是 任 
意 的 ， 所 以 B(2z) 是 整 画 数 ， 
再 来 看 a(z)。 设 


VV.(2) -| e-'t*-'idt. 
1 


同样 ，v,(z) 是 整 落 数 . 
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a(2)= Tolz). 
有 二 


因为 > 


bw， (2) nf, et*- < e-!'t*o -db 
过 于 1 
> i e-'t*o-1dt 
三 1] i. 0 
并 十 1 


收敛 ， 所 以 于 v。(z) 在 Rez>xo>0 一 致 收敛 ，c(z) 在 咎 平面 


Rez>>xo 解 析 . 因为 xo 是 任意 正 数 ， 所 以 c(z) 在 咎 平面 Rez>>0 
内 解析 . 总之， 
T(z)=a(z)+B(2), | + (54) 
其 中 cz) 在 中 在 面 Rez>>0 内 解析 ， B(z) 是 一 整 琅 数 。 - 
下 面 我 们 征明 a(z) 可 以 展 为 画 数 项 级 数 。 由 于 级 数 
z er (—D" , 


本 党 nl 


在 0 二 a<t<<1 上 一 教 收 伍 ， 因 子 |t:-!| =#*-! 在 a<t<<1 上 有 界 ， 
所 以 


在 a 和 1 才 1 上 一 致 收 化 ， 上 式 可 以 在 [a,1] 上 水 项 积分 
: -iz- 1 _ 一 《一 1)” : #2-1 
| tf*~idt = | dt 
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- (~ 1)" | mn 十 了 = 
2 本 + dt. 


但 是 
oy (~ 1)" a i < 加 a"™t* 
二 nn! 上 ot rr EE 
a’ 0 -are"~0 (a>0). 
| ni 
所 以 
fg 1)" 
(2)= | 。 tf*- idt = >》， Tin (55) 


并 0 


在 盾 平 面 Rez 之 0 成 也 .右边 的 级 数 


5 (-1) (56) 


‘onli(n+2z) 


确定 一 个 亚 纯 函数 ， 它 以 2=0,—1, -- 2,… 为 极点 ， 事实 上 ， 任 
给 定 正 数 尽 ， 取 正 整 数 N 之 2R， 将 级 数 (56) 分 成 两 部 分 


N 


yi (~—1)" . (—1)" 


‘0 nl(n+2) nvr fl(n+ 2) 
当 |z|<R， n>>N 时 ， 
(—1)" 1 1 


一、 -~ | 过 -一 一 -一 -和 一 -一 一 一 -一 
ni(n+2) ni(n-— iz| ) ni(n-R) 


Renl 


因此 ， 丈 _《〈- 1 在 圆 |z|<R 内 一 致 收 伍 ， 其 和 函数 pe(z) 


wr nl(n+2) 


在 立 |z| 过 RR 内 解析 . 而 并 


ft 于 0 


-一 一 一 一 慧 亚 纯 亢 数 ， 它 以 z= 一 


A 
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(= 0)1, 2 N ) 为 一 级 极点 ， 其 贸 数 为 一， 于 是 


NN 


Vg) 


‘zo Nn!(n+2) 


是 项 |z| 之 中 内 的 亚 纯 画 数 ， 位 于 圆 |z| 之 及 内 的 负 整 数 是 它 的 极 
点 ， 且 没有 别 的 极点 、 因 为 RR 是 任意 的 ， 所 以 级 数 (56) 确 定 一 个 
亚 纯 函数 ， 它 以 z= -n(n=0,1,2,…) 为 一 级 极点 .要 据 这 一 事 
实 ， 我 们 现在 可 以 将 三 (z) 的 定义 范围 扩充 为 

Toa)= YT DD" + bz)， (57) 


‘zo nn1(n+ 2) 


其 中 bz) 是 由 (53) 式 给 定 的 整 画 数 ， 
定义 范围 扩充 后 的 全 (z) 是 一 个 亚 纯 夯 数 .(57) 是 它 的 部 分 
分 式 ， 之 二 一 各 《n=0,1,2,…) 是 它 的 (一 级 ) 极 点 ， 日 
Res(T' (2), ~ 1n)= (~ 1)" 。 (58) 
nl 


由 (55) 式 ， 在 有 个 平面 Rez 这 0 内 ， 了 (2) 的 定义 (57) 式 与 原 有 积 
分 定义 (50) 式 是 一 致 的 . 


2、 Gauss 公 式 与 Weierstrass 公 式 


届 
f(z)= ft) ea Rez >0. 
0 
作 变 换 x = -一 ， 并 分 部 积分 n 次 就 得 到 
nf gridx= 
f.(2)=n fa XX dx = oT) ‘ (59) 
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lim f,(2z)=7T(z), Rez>0. (60) 


因为 当 Rez 之 0 时 ， 有 


lim e-'t*-idt= TT(2z). 


和 于 + 0 


所 以 要 征明 (60) 式 ， 只 需 证 明 ， 当 Rez 沁 0 时， 有 
im 三 _ 三 G- 二 2 时 
月 -十 四 0 0 1 
= lim | e-'t*-! fi- ) at = 0。 
ny+ool 0 1 


为 此 ， 我 们 先 证 明 以 下 不 等 式 ， 当 01<n 时 ， 


n 2 
0<1-e'(1-) < 一 . (61) 


事实 上 ， 当 Xx 宇 0 时 ，1 +Xx 志 e*，1 -XxX 志 e"*， 所 以 
二 t 


本 


1+_ i <&e " 9 1 ——— <e " 多 
1 n 
即 
1 莉 ， f n _ | 
(se (二 se 
nn . 从 
于 是 
t 


se 二) 
< 
由 Bernoulli 不 等 式 ， 
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因此 得 到 


现在 我 们 有 
上 
人 


因此 


lim Ja 
性 -二 人 0 人 和 
由 (59),(60) 式 得 到 ， 当 Rez>>0 时 ， 


i nin” . 
《4 (2) :afu 了 (ET 二 (62) 


由 于 


o 
nin’ ss10gn 


以 及 Euler 公式 


. 一 1 
lim ( 7 -= -一 logn)=C 
再 -合十 汉 mn 二 4 


(CC 称 为 Euler 清 数 ， C = 0.D77……)， 所 以 当 Rez >0 时 ， 
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1 Ti 2(2 十 1) (2+n) 
7 (z) 外 -十 加 nin 


0 证 
> \ -二 
-ezTI(+ 二 ) . 
ns 


容易 验证 
EZ HL( + 


表示 一 个 整 画 数 p(z)( 见 $ 1 的 习题 12)， 它 恰 以 z= -n (n=0， 
1 2，…) 为 霉 点 。 因 此 


1 nin’ 
se ZZ FI EHNn) DC， 


由 唯一 性 定理 ， 对 于 所 有 的 z 半 0， 1,—2,.…， 等 式 


Zae0 一 1 一 2 . 


nin’ 
T(z)= lim “ZZ(Z+1).…(z+n) (63) 


成 立 ，(63) 式 称 为 Gauss 公 式 . 
下 CT -orz]1(1+ 2 ) (64) 


称 为 WWeierstrass 公 式 。 由 这 一 公式 立即 看 出 
1 (2>) 关 0， 
从 Gauss 公 式 及 Weierstrass 公 式 可 以 得 到 下 面 两 个 重要 公式 . 
首先 ， 由 Gauss 公 式 (63)， 有 


#* 十 | 


lim. "7! 
T(z+1) n+o(2z+1)(2+2)…( 2 二 并 十 革 ) 


zlim TI 。 1 
n+oe 2(Z+1) 2z+H 2+nt1” 


T(z+1)=2z/{ (2z)。 《65) 
特别 地 ， 当 z = nn 时 ， 得 到 
Tnt+l)=ni, (66) 
因为 由 (50) 式 夏 (1) = 1., 其 次 ， 由 Weierstrass 公 式 (64)， 有 
1 ee ~ ~ 2 二 
Fe-z) < :II( ) ” 


[| 1 


所 以 


i 
FAT-2) ] 1 


由 (65) 式 ， 厂 (1 2)= -2z 矿 ( 一 2)， 以 及 


(+ 和 [3 
z sinnxz 
=]11(1- 2 )= ” 


LE 


我 们 得 到 余 元 公式 


三 (z) 矿 (1- >z)= -7 (67) 


章 者 
SIN XZ 


特别 地 ， 若 令 2=1/2， 那 么 得 到 厂 (1/2)=VW rr 。 另 一 方面 ， 
由 (50) 式 ， 有 


ow _ -1 a 2 
r( 二 )= |/ e+ rdt=2f e-” dx, 
2 0 0 


所 以 我 们 再 次 得 到 


fe: ?gx = LE 


3。 Stirling 公 式 


现在 我 们 来 讨论 当 z>co 时 ， 太 (z) 的 渐 近 性 质 。 设 [x1 是 不 
超过 x 的 最 大 整数 ， 刀 (xX)=%- [xl=-1/2、 计 算 积 分 
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本 _ kh- 
" pi(x) _ f= 9 
{2 dx = 和 ”一 一 一 dx 
用 一 全 


= 二 ~ (k+l) rlogCh+1) ~ log 


一 


nt 


=(n—1)+ logkh -(n- 二 )iogn. 


由 此 我 们 得 到 


em = (n+ 4 ogn- cn- D+ f "Pr am. 


到 
pal x) = { pcdt. 


显然 名 (x) 是 有 界 的 (图 6-3)， 
[psCX)| <1, pi(x)= p(x). 


: fa jy =f dpa( x) 
: x pF x 


= Pa(*) [+ dx. 
x 1 1 x 


由 此 看 出 ， 三 名 (22 dx 收敛 ， 所 以 


logn! = (n+ )iogn- n+c,y 


hm Cn=0 


存在 (有 穷 );， 下 面 我 们 求 出 c 的 值 。 如 果 我 们 在 上 式 中 易 n 为 2n 
+1， 那 么 
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log(22+T1)1=1og(2n)11 二 1og(20 二 11) 
= (2n+ -3 )iogC2n+ 1)~ (2n+1)+tcCc,n+i. 


男 一 方面 
log(2n)!1!1 =log(2"n}1)= nlog?2 + logn! 


= (2n+1)log(2n) ~n 一 -19g2+ Co, 


由 此 二 式 得 到 
log (27)11 
(27 + 1)1!11 
- 可 
和 
= ] ~ 
《27n+1) og(1 7 
-log(2n+1) +1~ log2+2cn 一 cao+i 
证 
Jog (2n)11 


(2n ~ 1)!11Y 2n+1 


. ] 
= (2n+ Dlog(1- 3 7)+1- log2 +2c, crt 
. ， [(2n)11]° _ Nn < 
多 alliis 八 式 ， 1 一 -一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 = 一 一 - 1 R10 
由 Wallis 公 式 ， lim fear 2 人 习题 10)， 
得 到 
-了 log - 开 = 一 !og2+C， c= -log2r。 
2 2 2 
因此 


logni = 《 + logn—~+ 一 log27x — 三 dx。 
由 分 部 积分 ， 我 们 不 难看 出 上 钮 5 dx = O( 于 - )， 所 已 
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1 
lo n=(n+ i ) logn 一 + 1o 2x +O( 


现在 设 r-6 委 argz<r+6G (6>>0)， 计 算 积 分 


1 
和 [X]J 一 YX 二 一 一 


un 革 十 之 Jy 区 十 之 


) (68) 


= y、 0 人 1 )dx 


十 这 


Ee 


= (k++e jilog(R+ z+1) log(h+ 2)1—n 


.二 (kh+ 2 ) log(R+z) 


k= 1 


nn-! 
一 工人 k++ i )iog(k+ Zz)—n 


入 三 0 


cth (ose 


kz 0 
1 
+ (nt2+ 吝 )o8C2+m)-n 


nin” 


~ -上 - -1 — Zl 
z(z+1):.…(2+n) BN! 2 08n 


= ]og 


-( =- 二) log z 十 ( z+n+ oi)log(nt+z)—n. 
因此 由 (68) 式 得 到 


err 
gz HI) 好 十 之 十 ogl ] 十 了 


+( 2- 坟 ) logz + -log2r 


如 
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(7 2 ax+O( i ) 


0 区 二 2 


合 n-> + oo、 由 Gauss 公 式 (63) 得 到 


log [2) =( z- 二 ) logz— z+ -log2 


Plex? dx. (69) 
设 
J(z) = f° PY dx, 
由 分 部 积分 得 到 
J(z) = dx 
因为 js(x)| 魏 1， 所 以 
Cz) < i 
在 分 一 ydx 中 作 变 换 1= |z|x 得 到 
er df ， 
El 


其 中 | + 下 | 表示 单位 回 周 上 点 上 (largz|<r~ 3) 到 点 -+ 
的 距离 ， 从 图 6-4 上 看 出 ， 


ttre |= |t~e. i|=1t2—2tcos0 +1, 


| z 


一 263 一 


、 上 df 


0O 
logT (2z) =( 之 一 1) logz~—2+ -log2r 
] 
+ oh) (70) 


其 中 O 常 数 只 与 6S 有 关 .(70) 式 称 为 Stirling 公 式 。 


司 题 


YY 
( T(z) + Tn 


人 一 下 


提示 ， 利 用 Weierstrass 公 式 及 § 1 定理 1 的 推 沦 1， 


{ ‘(2z) 


2。 了 基 (2)=— Fz) 


，。 求证 
(1) (1)= ~C, 
(2) (z+1)— $2)=1/2 
—264— 


(3) $2) -V1 -2)= ~ ncotnz. 
3。 证 明 ， 若 Rez >0， 则 


Tm’(2z) = (后 ec ) 

1 (2z) 0 t 1-—e™' dt, 
提示 利用 习题 1 . 
4。 证 朋 Legendre 公 式 . 


六 zr( 寺 +2 )- _Vx 三 (2z)， 


22°1 


提示 ， 芳 虑 函数 厂 (2) 六 (二 +zs ) / 玉 (2z) 并 利用 习题 1 ， 
5. 证 明 ， 


raT( z+ )-T( = + 
1 1 
1 
= 《277) 2 如“ 7 (HZ )。 


特别 是 ， 当 z= 一 时 ， 有 


人 | z+ 下) 人 z+2) 
提示 ， 芍 虑 图 数 一 一 一 一 了 027 一 一， 并 
利用 Gauss 公 式 . 
6。 证 明 ， 
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7。 证 明 ， 若 0 人 Rez<1， 则 


0 


提示 ， 考 虑 e ‘5 ! 在 图 6-5 所 


示 路 径 上 的 积分 ， 
8， 设 u(x) -( x+ 于) 
xlog(1 + )- 证 明 ， 
0 太 
1 
图 6-8 (1) 0<u(x) <1rrRTTT 


1 
» [1t]—t+ 2 
(2) 0C (x) = 全 


1 


】 目 【 


24x) 
(3) PPOx)=1 2 Xe-*e is, x>0, 0<0(x)<1, 
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第 七 章 ”解析 开拓 
§ 1 需 级 数 的 解析 开拓 


1。 解析 开拓 的 一 般 概 念 


设 而 数 1(z) 在 域 D 内 解析。 考虑 一 个 包含 号 的 较 大 的 域 G 
(图 7-1)。 如 果 能 够 找到 一 个 阔 数 (z)， 它 在 G 内 解析 ， 且 在 D 
内 让 (z) = 了 (z)， 那 么 我 们 称 还 数 1(z) 可 以 解析 开拓 到 G-D，, 由 
RN 
定 是 唯一 的 .解析 开拓 的 例子 在 第 六 章 $3 讨论 六 函数 时 已 经 
9 在 那里 我 们 鲁 经 将 (2z) 解 析 开 拓 到 除去 点 z= -n(n= 0,1， 

…》 外 的 左 衬 平面 Rez<0. 

现在 考虑 两 个 西数 上 (2 f2(2) ,分 别 在 域 Dl 及 Ds; 内 解析 ， 
且 D, 与 D; 的 交 是 域 d (图 7~2)。 在 d 内 ，f1(2)= 户 (z)， 那 么 显 
然 在 域 D= DU D: 内 确定 的 沙 数 


六 (>)， z€D, 
是 解析 和 的 .我们 称 f1(z)，fz(2z) 是 互 为 解析 开拓 . 
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2. 磊 级 数 的 解析 开拓 


解析 函数 的 开拓 (如 打 它 能 够 开拓 )， 其 方法 是 随 着 具体 的 画 
数 而 多 种 多 样 的 ,下 面色 远 竹 级 数 的 解析 开拓 ， 它 在 理论 上 有 重 
村 意义。 设 徊 级 数 


f(2)= >》 cz (1) 
n 二 0 


的 收 敏 舍 径 是 R，0<R< + 吕 ， 我 们 知道 它 的 和 阔 数 1(z) 在 收 
敛 贺 D，|z|< 之 RR 内 是 解析 的 ， 

邻 设 066 是 D 内 的 一 条 半径 ，zo 闪 0 是 O56 上 的 一 点 ，f (2) 在 
zo 的 邻 域内 可 展 为 Taylor 级 数 


f= 工 一 二 于 0(z - so) (2) 


其 收敛 个 径 为 p， 显然 p 之 请 -1zo]， 因 此 只 可 能 出 现 以 下 两 种 
情形 ， 

1) pR-1zo| .这 时 窜 级 数 (2) 的 收敛 圆 DI， |1z-2z0l 之 p 
内 有 一 部 分 在 D 的 外 部 。 如果 设 g(z) 为 级 数 (2) 在 DD, 内 的 和 画 
数 ， 那 么 当 zE D1 由 D 时 ，g(z)= f(z)， 所 以 f(z) 解 析 开 拓 到 
D, 一 Df1D( 即 图 7-3 带 阴影 的 那 部 分 )， 我 们 称 f(z) 可 以 沿 半 
径 O06o 解 析 开 拓 ，9(z) 是 帮 z) 的 直接 解析 开拓 . 

2) D= 玉 -|1zol .这 时 ， 笑 级 数 (2) 的 收敛 圆心 ,在 D 内 ， 贺 
周 |z - zo| = 0 与 圆周 |z| = 天 相 切 于 co (图 7-4). 容易 看 出 ， 在 
66 的 任意 邻 域 扩 (6o 6) 内 不 存在 一 个 解析 函数 9(z)， 使 得 在 
三 (of 90) 有 已 内 ，9(z) = f(z), 因此 f(z) 不 可 能 沿 O6 解 析 开 拓 
到 了 D 外 去 我们 称 66 是 f(z) 的 一 个 奇 点 . 


现在, 自然 会 提出 这 样 一 个 问题 ，f(z) = >,cvz" 是 否 沿 收 


敛 加 的 每 一 个 个 径 都 可 以 解析 开拍 呢 ? 回答 是 否定 的 ,也 就 是 
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图 7-3 7-4 


蔽 ，f8(z) 至 少 沿 某 一 个 个 径 不 能 解析 开 殷 ， 

定理 ] 在 客 级 数 (1) 的 收敛 圆周 |z| = RR 上 至 少 有 f(z) 的 一 
个 奇 点 ， 

证 明 用 反 证 法 .车 不 然 ， 则 在 收敛 圆周 |z| = 玉 上 的 每 一 
个 点 6， 存 在 以 6 为 中 心 的 圆 D, 与 责 数 g,(z), 使 得 g,(z) 在 D; 内 
解析 ， 在 D; 几 D 内 , g,(z)= f(z). 显 然 圆 族 {DD,} 构 成 |z| = RR 的 
一 个 开 履 盖 ， 圆 周 |z| = R 是 紧 集 ， 所 以 在 {D.} 中 有 有 穷 多 个 开 
到 DD。 ，D;,,…，DD:,， 它 们 完全 覆盖 圆周 |z| = RR， 设 


G = UD, ， 
& 二 1 


Pp (>>0) 是 |z| = RR 到 6G 的 边界 的 距离 ， 那 么 圆 环 R-p<lz| 之 
RR+p 属 于 G。 在 GG 内 定义 洲 数 
D(z)= g, (2), z€ED,, (R=1,2,.…,m). 


D(z2) 是 G 内 的 单 什 解析 函数 ， 这 是 因为 ， 如 果 D, ,人 DD; , 非 空 ， 
那么 (CD, ,nD,,) 介 D 也 非 空 (图 7-5)， 并 且 在 这 部 分 


9, (2)=g, (2)=f(2), 
a i 


一 269 一 


所 以 由 唯一 性 定理 ， 在 心 ， ， 站 D. 1? 


9, (2) = 9g, 《2)， 


f(z2)= 》,z"， 
nn 二 0 


这 个 级 数 在 单位 贺 D，|1z|<<1 内 收敛 到 


根据 同样 的 理由 ， 在 
GND, 
D(z)= f(z2). 

因此 f(z) 解 析 开 拓 到 域 
GUD， 而 这 个 域内 显 然 
包含 加 |z| 之 R+p, f (2) 
在 |z| 之 RR+p 内 可 展 成 军 
级 数 ( 它 的 Taylor 级 数 )， 
由 展 式 的 唯一 性 ， 这 只 能 
是 震级 数 (1)。 但 这 是 不 
可 能 的 ， 因 为 (1) 的 收敛 
个 径 是 丸 。 定理 证 毕 ， 

例 1 ” 设 画 数 f(z) 由 


几何 级 数 给 定 
(3) 
解析 画 数 f(z) = 一. 


在 只 ，|zj< 1 的 外 部 ， 级 数 (3) 处 处 发 散 . 在 贺 1z1<.1 内 取 z, (图 


7-6)， 由 于 


nl 
(1— 21)""1? 


f'"(z)= 


所 以 f(z) 在 zi 的 邻 域内 可 展 为 察 级 数 


om 


1 
f(A a 


下 运 由 
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1=0 1 2 


(2 一 21) 。 (4) 


这 个 级 数 的 娄 敛 御 径 是 
11-z， 和 的 和 画 数 
六 (z) 在 也 |，|z- zl 所 
11=- zj 内 解析 。 户 (z) 是 
f(z) 在 D 内 的 直接 解析 
开拍 . 当 z€ DND, 时 ， 
f1(z)= 帮 (0z)， 易 见 级 数 
《4) 的 和 画 数 


同样 ， 在 已 ,内 取 一 点 zs?， 在 zs 的 邻 域 内 ， 方 (z) 可 展 为 寡 级 数 


让 


1 # 
f2(2) = 2 Tz) (2 22) 。 (5) 


它 的 收敛 秆 径 为 j1- zs|， 和 函数 户 (z) 在 Do，jz- zs 之 j1- zs| 
内 解析 .js(z) 是 广 (z) 在 忆 * 内 的 直接 解析 开拓 .在 也? 内 ， 户 (z) 
=1/(1-2)。 如 此 等 等 . 我 们 从 站 ，jz| 包 1 内 给 定 的 郴 数 f(z)， 
几 帮 级 数 进 行 解析 开拓 ， 得 到 范 数 下 (z) =1/(1-2z)， 它 在 全 平 
面 除去 点 z= 1 外 是 解析 的 ， 点 z= 1 是 下 (z) 的 上 唯一 的 奇 点 . 

例 2 研究 第 级 数 


pz)=ZLI+221I+Z3LT+ 十 ET (6) 
内 为 
1， 若 n = kls 
C. 三 
0， 和 后 pasRl， 


所 以 Hm YTed| = 1， 故 级 数 (6) 的 收敛 中 径 尺 =1. 它 的 收敛 
加 是 单位 园 1 =1<<1， 和 和 画 数 /(z) 在 圆 1z|<1 内 解析 .下面 迹 朋 单 
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位 贺 半 1z| = 1 上 的 每 一 点 都 是 1(z) 的 奋 点 ， 
芒 虚 以 原点 为 中 心 ，1/2 为 全 径 的 圆周 | z| = 1/2。zo 是 这 个 


加 周 上 的 任意 一 点 。 帮 能 证 明 罕 级 数 
g(2)= 工 太一 (z0) 


的 收敛 个 径 为 1/2， 那 么 


(图 7-7)， 


一 20) (7) 


延长 O26 与 圆周 |z| =1 的 交点 60。， 按 害 


义 就 是 f(z) 的 一 个 奇 点 。 

假如 级 数 (7) 的 收 伊人 径 
大 于 1/2， 那 么 bo 是 (7) 的 
收敛 圆 已 内 的 一 个 内 点 ， 

所 以 在 圆周 |z| =1 上 存在 
一 段 圆 弧 ac， 使 得 6oE 
CC 万 , 由 于 形 如 e2 2? 
(p,q 是 整数 ，p/g 是 裔 约 
分 数 ) 的 点 在 圆周 |z| =1 
上 是 处 处 稠密 的 ， 所 以 在 
0 上 存在 一 点 61=e*"'*”^" 


lim g(re1) 二 g(61) (0<r<1)， 


但 是 当 z€ D 且 1z|<1 时 ， 


所 以 


lim f(r61) = 9(61), C8) 


| 
f(r61) = 》， 1 1” + g(r), 
上 二 1 
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其 中 
DOr)= >》， r"!, 
容易 看 出 .mw(r) 是 r 的 增 栅 数 (0<r 所 1)， 且 lim pr)= +%, 基 


为 对 十 证 意 大 的 正 整 数 信 ， 


~N 
pr) > rN - qr. 


所 以 lim |f(rE1)1= + co， 这 与 (3) 式 矛盾 . 故 6o 是 f(z) 的 奇 点 ， 


3. 完全 解析 夯 数 ， 单 值 性 定理 
芳 虑 一 医 级 数 


P(z)= > c,.(2— a)", (9) 
有 二 癌 


其 收敛 中 径 为 玉 ，0< 尺 < + co， 我 们 称 这 个 军 级 数 为 一 个 解析 元 
素 . 若 al 是 这 个 窜 级 数 收敛 圆 内 的 一 点 ， 则 千 级 数 


be 


n) 
P,(z) = 二 一 (aa) 


的 收敛 个 径 尺 ,全 民 -la -cl >>0， 它 也 是 一 解析 元 素 。 我 们 称 这 
个 解析 元 素 已 ,(z) 为 解析 元 素 已 (z) 的 一 个 直接 开拓 ， 
现在 设 有 m 个 解析 元 素 


Co 


P,(2)= Yj ch (za)” (kh=1,2,.…,m). (10) 
用 一 站 
如 果 已 ,(z) 是 P(z) 的 直接 开拓 ，Pxz(z) 是 PCz) 的 十 接 开拓 :… 
1 (2z) 是 已 .2z) 的 臣 接 开拓 ， 则 称 己 (0z) 是 已 C(z) 的 一 -个 解析 开 
拓 ， 
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一 个 解析 元 素 P(z) 的 全 部 解析 开拓 形成 一 个 集 ， 这 个 集 称 
为 由 解析 元 素 P(z) 所 产生 的 完全 解析 画 数 。 一般 说 来 ， 它 是 一 
个 多 值 画 数 . 在 开拓 的 过 程 中 ， 经 过 一 串 解析 元 素 开拓 后 ， 新 的 
收敛 圆 与 原来 解析 元 素 的 收敛 圆 重 委 起 来 或 部 分 地 重 从 起 来 ， 如 
图 7-8 中 ， 第 五 个 解析 元 素 的 收敛 圆 和 第 一 个 解析 元 素 的 收敛 图 
有 公共 的 阴影 部 分 。 在 这 部 分 
新 的 解析 元 素 和 原来 的 解析 元 
素 的 值 可 能 相同 。 如 前 面 的 例 
1 ， 这 时 开拓 后 的 档 数 是 单 什 
的 ， 新 的 解析 元 素 与 原来 解析 
元 素 的 值 也 可 能 不 同 ， 这 时 开 
拓 后 的 画 数 是 多 值 的 . P(z) 的 
全 部 解析 开拓 所 对 应 的 收敛 贺 
的 和 ， 称 为 这 个 完全 解析 画 数 
的 存在 域 ， 其 边界 称 为 它 的 自 
然 边界 . 一 个 完全 解析 画 数 的 存在 域 显然 是 最 大 的 ， 而 不 可 能 再 
开拓 出 去 . 因此 ,存在 域 的 每 个 边界 点 都 是 完全 解析 画 数 的 奇 点 ， 
即 自 然 边界 是 由 该 完全 解析 画 数 的 全 部 奇 点 所 组 成 。 上 比如 ， 例 2 


中 的 画 数 f(z)= > z” 的 目 然 边 措 是 单位 圆周 |z| = 1。 
以 下 我 们 秀 虑 一 个 解析 元 素 


P(z)= 2 c,(2~-a)", |z~al<R, 
沿 曲 线 ? 的 解析 开拓 。 设 ?是 以 a,65 为 端点 的 曲线 ， 为 简便 起见， 
我 们 称 为 由 a 点 出 发 的 曲线 .我 们 说 PCz) 可 以 沿 曲线 ?解析 开拓 ， 
如 采 可 以 得 到 ”上 的 一 串 点 (图 7-9) 
Qo= Gay01 ddn =b 


和 相应 的 一 串 解析 元 素 
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Pi(2)= 2 ch (2-a.)" (k=0,1,2,.……,m~ 1), 


Po(z2)= Pl(2z), 
它们 满足 下 面 的 条 件 
1) 曲线 弧 asa,;; 位 于 P,(z) 的 收敛 圆 C ,内 (k=0,1,2,…， 


177 — 1); 


2) 已 ,(z) 是 已 -0z) 的 直接 解析 开拓 (R=1,2,.…,m— 1), 
设 给 定 一 个 解析 元 案 P(z)= ?，c.(z-~- aa)"， 其 收敛 圆 为 


1z -al 之 情 ， 品 是 包含 a 的 一 个 域 ， 对 于 域 DD 的 另 一 点 b， 如 果 
P(2z) 沿 D 内 由 a 到 | b 的 两 条 曲线 ?, ,7 可 以 解析 开拓 ， 一 般 说 来 ， 
在 8 点 的 值 不 相同 。 比 如 

tog z= (1), |z-1l<1, 


好 一 上 


沿 图 7-10 所 示 的 曲线 六 ,yz 解析 开 扫 到 2 点 ,得 到 的 值 相 差 2rf， 这 
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里 我 们 是 把 DD 作为 去 掉 原 点 的 某 一 
“个 域 ， ee 但 是 
”如 果 如 是 不 含 点 z = 0 的 某 一 -个 单 湛 

吕 城 ， 雍 各 是 上 持久 实 吉 的 有 有 ;村 

面 ， 那 么 沿 D 内 的 不 同 曲 线 解 析 开 

拓 到 D 内 的 任意 一 点 ， 其 值 是 相 

辣 的 ， 因 而 得 到 一 个 单 值 画 数 ， 这 

就 是 Log z 的 一 个 单 值 解析 分 支 . 


入 7-10 一 般 地 ， 有 下 面 的 重要 定理 . 
定理 2 ( 单 值 性 定理 ) 设 D 是 一 个 单 连通 域 ,a 是 内 
一 点 ， 
P(z)= > c.(2—a)" (11) 


是 一 解析 元 素 . 车 P(z) 可 以 沿 D 内 由 a 点 出 发 的 任 一 曲线 解析 
开 后 , 则 存在 一 个 DD 内 解析 画 数 1(2), 使 得 在 a 点 的 邻 域内 f(z) = 
P(z). 

证 明 首先 ， 站 不 可 能 是 有 穷 复 平面 C, 因 为 P(z) 的 收 伍 贺 周 
上 必 有 P(z) 的 一 个 奇 点 zo。( 定 理 1 )，、P(z) 不 能 沿 盾 径 azo 解析 
开拓 和， 所 以 线段 azo 不 能 完全 属于 D. 

由 下 一 章 的 Riemann 定理 ， 存 在 一 个 万 内 的 单 叶 解 析 丽 数 
w=gp(z)， 把 D 映 为 单位 圆 K，|w| 之 1， 且 89 (a) =0. 它 的 反 画 
数 z = p(ww) 在 KK 内 单 叶 解 析 ， 把 KK 映 为 DD, 目 5(0)= a. 根 据 p(w) 
的 连续 性 ,存在 以 点 w= 0 为 圆心 的 小 贺 R (图 7-11), 使 得 当 wER 
时 ，yw(w) 位 于 P(z) 的 收敛 贺 Co 内 ， 阔 数 Piyp(w)} 在 k 内 解析， 
可 以 展 为 从 级 数 


P{¥y(w)} = 9 Pw'. (12) 


设 左 边 的 攻 级 数 的 收敛 贺 为 R*， 和 画 数 
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g(w) = > Pw (13) 
[和 . 


在 hk 内 解析 ， 且 在 k& 内 
gw) = Pp(w)}. (14) 
如 果 我 们 能 够 证 明 k 的 个 
径 p 之 1, 那么 我 们 惑 证 明 
了 定理 2 .事实 上 ， 这 时 
9(w) 在 癌 |w| < 之 1 内 解 
析 ，9{4e(z) 在 刀 内 解析 ， 
且 大 zz 在 4 点 的 邻 域 内 ， 
则 w=wp(z)ER， 由 (14) 
式 ， 在 ca 点 的 邻 域内 ， 有 
09(D(z))= 忆 (>z)。 
于 是 /(z) = =9(2(2z)) 就 满足 定理 2 的 要 求 。 
现在 来 证 明 p 之 1. 假如 p<1， 由 定理 1，g(w) 在 图 周 |w| 
= p 上 至 少 有 一 个 琳 点 开 。 件 径 O 玉 在 映照 9(w) 下 的 象 是 由 a 到 
b=(WV) 的 曲线 ? .按照 定理 2 的 条 件 ，P(z) 可 沿 ? 解析 开拓 ， 
所 以 可 得 到 >” 上 的 一 串 点 ao = 0 Gy 0 0 = b, 和 相 应 的 一 出 
解析 元 素 Pe(z) = P(z),P1(z),…,P。-1(z) 满足 条 件 1) 与 2). 设 
C* 是 忆 (z) 的 收敛 圆 ，O8 上 与 ac 相应 的 点 是 ws(R= 0 1)2，…， 
nwo=0,w,= HW), 


Gi = Pw). 

线段 内 mt 在 肌 照 y(w) 下 的 象 是 曲 线 弧 das 41. 

我 们 首先 证 明 在 线段 Ow 上 (14) 式 成 立 , 我 们 已 知 (14) 式 在 
k 内 成 立 ， 所 以 在 线段 Ow! 上 存在 一 点 w/， 位 于 O,; wi 之 间 ， 使 
得 在 线段 0w 上 (14) 式 成 立 . 但 是 a = yy(w’) 是 C6 内 的 一 点 ， 所 
以 由 连续 性 可 得 到 一 个 以 ww' 为 圆心 的 小 加 o，, 使 得 当 w 在 o 内 时 ， 
z=$(w) 在 Co 内 ， 责 数 Pfy(w)} 在 0 内 解析 , 又 因为 (14) 式 在 线 
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段 Ow’ 上 成 立 ， 所 以 由 唯一 性 定理 ，(14) 式 在 a 内 成 立 . 于 是 在 
w/ 和 uwi 之 间 飞 可 得 到 w”， 使 得 (14) 式 在 Ow7” 上 成 立 . 由 此 可 知 ， 
(147 式 在 线 展 Ow 上 成 立 ( 图 7-12). 

由 于 a = = Vp(wI ) 位 于 贺 Co 内 ， 并 日 
是 Cl 的 贺 心 ， 根 据 y(w) 的 连续 性 ， 可 
得 到 以 wi 为 圆心 的 小 圆 忆 ， 使 得 当 敢 在 
Ri; 内 时 ，z = yy(w) 位 于 圆 Co 和 加 C, 的 
公共 部 分 。 但 是 在 此 公共 部 分 


Pl(z) = PI(2). 
所 以 在 Rk 内 
7 P{y(w)} = P {p(w)}. 
然后 青 根据 (14) 式 (在 Ow! 上 成 立 ) 及 唯一 性 定理 ， 等 式 
9(W) = 已 及 ( 册 ) (15) 


在 hi 内 成 立 。 关 且 按 照 上 面 同 样 的 方法 ， 可 以 证 明 (15) 式 在 
wiws 上 成 立 ， 如 此 继续 下 去 ， 最 后 得 到 下 面 的 等 式 
g(w)= P,-.1{p(w)} (16) 


在 线段 w,- iV 上 除去 玉 外 成 立 ， 

b= yp(W ) 位 于 贺 C,- 内， 由 y(w) 的 连续 性 ， 可 得 到 一 个 以 
W 为 圆心 的 小 加 kh ,， 使 得当 zER. 时 ，z= 东 (w) 在 C。 :内 ， 画 
数 已 。; 1V(w)} 在 kh, 内 解析 。 由 (16) 式 及 唯一 性 定理 ， 在 ,和 有 h/ 
的 公共 部 分 ，(16) 式 成 立 ， 但 是 扩 是 g(w) 的 一 个 奇 点 ， 这 就 产 
生 有 矛 盾 、 因 此 p 之 1。 定 理 证 毕 . 


习题 
1。 求 震 级 数 于 二 -的 和 画 数 /(z) 在 点 z= -1/2 邻 域内 


的 Taylor 展 式 . 问 f(z) 由 此 可 开拓 到 怎样 的 域内 ? 
-278 一 


2. 证 明 由 级 数 
l1+az+a22+. .+aG"2"+. 
与 级 数 
1 (1-a)z (1 -oa)2” 


1-z ~ -2): CT ~ 


定义 的 栈 数 互 为 解析 开拓 ， 
3。 证 有 明 ， 妖 级 数 


f1(2) = 4 + 
1(2)=2 2 3 n 


与 宕 级 数 
f(z) = mi-(z-2)+- 22) 


的 收敛 圆 没有 公共 部 分 ， 但 f1(z), f(z) 互 为 解析 开拓 。 
4. 定义 在 实 轴 上 的 实 画 数 /(x)=Vx? (- co<x< +co) 
能 否 解析 开 托 1 到 复 平 而 上 ? 
5。 设 落 数 1(z) 在 点 z = 0 解析 ， 且 在 点 z = 0 的 邻 域 内 满足 
条 件 
f(22)=2f(2)f’(2z). 
证 明 f(z) 可 以 解析 开拓 到 有 穷 复 平面 C 上 . 


6。 证 明 ， 如 果 》, c,z"= 了 (z) 的 收敛 圆周 上 至 少 有 f(z) 


的 一 个 极点 ， 则 震级 数 > ， cz "在 收敛 圆周 | z| = R 上 处 处 发 散 ， 
提示 ， 若 z| 是 收 合 圆周 |z| = 下 上 使 级 数 收敛 的 点 ， 则 当 z 党 
持 径 趋 于 z, 时 ，lim (zz -2z,)f(z)=0. 


7。 (Pringsheim 定 理 ) 如 果 >，ciz"= 太 (zz) 的 收敛 牢 径 


4 二 0 
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R=1, Bc, 守 0， 则 z= 的 一 全 


8。 证 有 明 ， 才 级 数 全 不 能 解析 开拓 到 它 
们 的 收敛 圆 外 . 
9。 证 明 级 数 
1 z 2? 24 
IZ + 211 a1 tz 


在 | z| 一 1 与 | z| 1 表示 两 个 解析 画 数 ， 它 们 不 能 互 为 解析 开 括 . 
10. 证 明 ， 车 f(z) = yc,z" 在 收敛 圆周 上 只 有 一 个 奇 


点 20» 有 目 这 个 舍 点 是 一 级 极点 ， 则 | 


lim 


并- 十 00 Cn+l1 ?0. 
11. 设 > c, 是 收敛 的 正 项 级 数 ，{x.,} 是 全 体 实 的 有 理 数 
序列 ， 证 明 画 数 


f(z2)= 工 


= ZZ— Xn 


在 上 舍 平 面 与 下 持平 面 列 是 解析 的 ， 但 不 能 互 为 解析 和 开拓， 
12。 井 逢 级 雍 


(2)= 7 2" 
的 收敛 定 径 R = 1， 作 变换 z= 56/(1+6) 得 到 
Hz = f(T)= P(E) = cuev， 


其 收 敏 补 径 为 p。 证 明 
(1) Pp 之 1/2。 如 果 z = -1 是 1(z) 的 奇 点 ， 则 p = 1/2， 
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(2) 若 序 <o<1I， 则 六 z) 可 以 解析 开拓 到 圆周 | z| = ! 的 


外 部 且 在 圆周 | >< | = p 的 内 部 的 那 部 分 ， 
(3) 大 p= 1， 则 f(z) 可 解析 开拓 到 和 持 于 面 Re 2 之 1/23 
(4) 若 op> 1， 则 f(z) 可 解析 开拓 到 圆周 | 2 了 | = 的 外 


部 ; 
(5) 若 p = + co， 则 f(z) 可 以 解析 开拓 到 除去 点 z= 1 的 整 
个 至 面 上 ， 


$ 2 ”函数 越过 边界 的 解析 开拓 。 对 称 原理 


1。 Painlevé 定 理 . 对称 原 理 


定理 1 设 D,, Ds 是 两 个 没有 公共 点 的 域 ， 在 它们 的 边界 上 
有 一 段 可 求 长 的 曲线 7? 是 公共 的 〈 不 包括 端点 在 内 ). 若 珊 数 
f1(z),f2a(z) 分 别 在 D),D: 内 解析 ， 在 D, UY 和 DsUY 上 连续 ， 在 
7 上 ，f1(2) = js(z)， 则 丙 数 


f1(z), z€ED,; 
f(z2)=1f1(2)= f(z), 2€EY, 
【fo(2z), 2 和 7 


在 D， U D2UY? 内 解析 。f1(z) 和 f(z) 称 为 越过 边界 Y 互 为 解析 开 
扩 . 这 个 定理 称 为 Painlevé 定 理 ， 

证 明 ”由 定理 的 条 件 知 ，f(z) 在 D1U DUTr? 内 是 连续 的 ， 在 
DD,,D;: 内 是 解析 的 .因此 , 只 要 证 明 f(z) 在 ?上 是 解析 的 . 设 zo 是 
?上 的 任 一 点 . 作 一 贺 C，|1|z zol 之 r, 使 得 CCD= DUD;,UY,， 
;是 C 内 的 任意 一 条 可 求 长 简单 于 曲线 (图 7-13). 若 ! 属于 D1,UY， 
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则 由 Cauchy 定 理 ， 
(fC)ds = 人 Acz)dz = 0 
车! 属于 DU7， 同 理 有 
(fC)a2= 0: 


大 1 同时 属于 Dl 和 D，， 
fe) / 设 1 是 1 属于 Di 的 那 部 
z 分 , ls 是 1 属于 Ds 的 那 
部 分 . ?在 1 的 内 部 的 那 
部 分 记 为 0. 1 和 i1o 一 起 

图 7-13 构成 一 简单 闭 曲 线 ， i， 
和 151 一 起 也 构成 一 简 

单 闭 曲线 . 由 于 f(z2),f,(z) 连 续 到 7， 所 以 


V fede -| (2092 + ,， fe(2z2)dz =0, 
由 Morera 定 理 ，f(z) 在 圆 |z ~ zo| 之 r 内 解 析 ， 特别 地 ，f(z) 在 
zo 和 解析， 因为 zo 是?Y 上 的 任意 一 点 ， 所 以 1(z) 在 D 内 解析 .定理 
证 毕 ， 

当 ? 是 一 条 直线 段 时 ， 应 用 PainlevE 定 理 ， 便 得 到 下 述 对 称 
原理 . 

定理 2 设 域 D 位 于 实 轴 的 同一 侧 ， 其 边界 包含 实 轴 上 的 线 
段 3 〔〈 两 将 点 不 包括 在 内 ). 若 阔 数 f(z) 满足 条 件 ，1) f(z) 在 
D 内 解析 ， 在 DUS 上 连续 ，2) f(z) 在 S$ 上 取 实 值 ， 则 存在 一 医 
数 F(z)， 满 足 条 件 、 

1) 了 (2z) 在 DUD’US 内 解析 ， 并 且 在 D 内 F(z)= f(z)， 
这 里 D' 是 D 关 于 实 轴 对 称 的 域 ， 

2) F(z)= F(z). 

证 明 ”在 域 DUU D’ US 内 定义 画 数 
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f(z) ?9 zEDUS, 
f(z) ; zED’. 
这 样 定义 的 画 数 显然 满足 条 件 2), f(z)= 了 (z). 所 以 我 们 只 要 
证 月 (2) 在 DUD’US 内 解析 . 
我 们 先 证 明 玉 (z) 在 D' 内 解析 . 设 zo 是 D” 内 的 任意 一 点 ， 

z 是 zo 邻 域内 的 一 点 ， : z 

F(z2)-F(z0) _ f(2)-f (20) = (ff ) 

2 一 20 “ 


之 一 之 0 


re-| 


所 以 


li 


上 主 一 站 了 1 


F(z)-F(z0) 7 
m 2 = (三 (50))， 


又 由 于 f(z) 在 S 上 取 实 值 ， 即 f(xo) =f(xo)，xoES, 所 以 当 
zECD’/ 时 ， 
lim F(z)= lim f(z) = lim f(z) 


站 
ED' 


一 f (x0) 一 f (x0). 


故 F(z) 在 D’'US 上 连续 .根据 Painlevé 定 理 , F(z) 在 DUD’US 
内 解析 。 定理 证 毕 ， 

对 称 原理 表示 f(z) 可 以 越过 S$ 解析 开拓 到 嫩 关 于 实 轴 对 称 的 
域 D’， 定 理 2 还 可 以 叙 壕 为 如 下 更 一 般 的 形式 ， : 

定理 2 设 域 D 位 于 阳线 ! 的 同一 侧 , 其 边界 包含 ! 上 的 某 一 
线段 9 (两 端点 不 在 内 )。 若 画 数 1(z) 满 足 条 件 ，1) f(z) 在 DD 内 
解析 ， 在 DUS 上 连续 ; 2) f(z) 在 S$ 上 的 值 位 于 理 线 LC 上， 则 存 
在 一 落 数 下 1(z) 满 足 条 件 
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1) 玉 ,(2z) 在 DUD’US 内 解析 ， 在 DD 内 ，F1(z)= f(z)， 
这 里 D' 是 D 关 十 | 对称 的 域 ， 

2) ”车 z1,zs 是 DUD’US 内 关于 /对 称 的 两 点 ; 则 [71(2z1)， 
1(zs) 是 关于 上 对 称 的 了 两 点 ， 

证 明 作 变 换 Z = az + 6b， 把 直线 1 变 为 实 轴 ，D 和 D’ 分 别 
变 为 关于 实 轴 对 称 的 域 C 和 G ，S 变 为 实 轴 .上 的 0o. 作 变 换 纪 = 
cw+d 把 直线 上 变 为 实 轴 (图 7-14). 


aztb=2Z 


图 7-14 


2 = oz +b 的 道 变换 是 2 =aZ + (a= 一 ， Bb = -二 ) ， 于 是 
的 数 
W =D(ZL)= cf (aZ+h)+d 
在 C 内 解析 ， 在 CUa 上 连续 ， 在 gc 上 取 实 值 - 由 定理 2 ， 画 数 
中 (ZL ) ， 2zEGlo; 


F(ZL)= | 
D(Z), EGG 
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在 GUG’Uo 内 解析 ,在 G 内 ,F(Z)=@(2), F(Z2)= FDI. 
于 是 画 数 
d 


w= (z)= LF (az+b) 一 全 
Cc Cc 

就 是 我 们 所 要 求 的 . 因为 1) ”由 于 (ZZ) 在 GUG’ Uo 内 解析 ， 

所 以 F(az +D) 在 已 UL US 内 解析 , 司 (z) 在 已 UL US 内 解析 。 

并 月 当 zE 忆 时 ，2 =gaz+bEG, 


2 = f(z). 


w=F(2)= F(t+b)- = 1D(a+b)- 
2) 若 z1,z4 是 DUD' US 内 关于 1 对 称 的 两 点 ,那么 Z1 = oz fb 
Z,= czs+ 8 是 GUG7 Uc 内 关于 实 轴 对 称 的 两 点 , 故 友 ,= F(Z1)， 
WW ,= (2,) 是 关于 实 轴 对 称 的 两 点 ,而 线性 变换 w = 小 WW - 上 把 
WV 1， WV , 朗 为 关于 对 称 的 两 点 wi, ws， 即 
wi= Fi(zD) = 工 FIZD -人 ， w= Pi(zs) = LP(Z)— 


关于 上 是 对 称 的 . 定理 证 毕 . 
注意 ，1) 在 定理 2 和 定理 2’/ 中 ， 域 D 在 1 的 同一 人 册 ， 在 于 保 
证 f(z) 越 过 边界 上 的 线段 5 解析 开拓 到 DUD’US 内 的 画 数 F(z) 
是 单 值 的 .在 相反 的 情况 下 ， 如 图 7-15 所 示 ， 在 DD 内 存在 关于 实 
轴 对 称 的 两 点 21， zo， 当 f(z)) 六 f(zs) 时 ,对 称 开拓 后 的 F(z) 在 
点 21 就 是 双 值 的 。 2) 加 果 定 理 2’ 中 的 f(z) 在 DD 内 是 单 时 的 ,， 且 S 
上 的 点 与 世上 的 线段 了 (不 包括 端点 ) 上 的 点 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 
A(D) 位 于 直线 的 同一 侧 , 那么 1(z) 越 过 的 解析 开拓 天 (z) 在 
DUD’US 是 单 叶 解析 的 , 但 是 如 果 j 矿 万) 不 是 位 于 工 的 同一 侧 ， 
即使 (2z) 在 DD 内 单 叶 ， 下 (2z) 仍 然 不 是 单 叶 的 .事实 上 ， 这 时 在 
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f(DD) 内 存在 关于 上 对 称 的 两 点 w)， Wo， 设 册 1 ws 的 原 像 是 >， 
2 。. 21 关于 1 的 对 称 点 是 闻 。 由 对 称 开 拓 ，zx 和 zs 都 对 应 wa， 名 
F(zt)= F(z2,) = w, (图 7-16). 
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?. Riemann 曲 面 的 概念 


为 了 给 多 从 了 黄 数 的 各 分 区 间 相 互 关 系 的 朋 显 几何 查 观 ， 我 们 
把 多 值 钞 数 的 各 分 六 在 z 下面 上 解析 的 域 看 作 是 按照 某 种 方式 粘 
合 起 来 的 叶片 ， 称 为 这 个 阔 数 的 Riemann 曲 面 ,因而 ， 商 数 可 以 
看 作 是 在 它 的 Riemann 曲面 上 的 单 值 沙 数 。 下 面 我 们 通过 例子 来 
卉 明 如 何 构造 多 值 医 数 的 Riemann 曲 面 . 


(1) 李 式 函数 w= & 2 的 Riemann 蝎 面 
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在 第 二 章 里 我 们 知道 这 是 一 个 值 苏 数 ， 在 全 平面 去 挥 正 实 
轴 的 域 D 内 能 够 分 出 几 个 单 值 解析 分 支 


+ 


9 (R=0,1,2,..…,7 — 1), 


nr 


Ww(2)=~v re 


z=re't (0<0<27x). 

若 设 9,=0+2xk， 那 么 27Tk 过 0,<2(kR + 1)7n, 
kn, 
w,(2)=/ re . 
这 nn 个 阔 数 把 DD 变 为 w 平 面 上 的 % 个 和 角 域 ， 


: k 
Cs: RT Cargwc st (R=0,1,2,..…,n—1). 


或 者 说 这 Xn 个 角 域 G ,都 对 应 于 同一 个 域 D, 也 就 是 G 中 的 wi(z) 
(R=0,1,2,…,n 一 1) 对 应 于 D 内 的 同一 点 z2 (图 7-17), 现在 我 
们 把 点 z 看 作 是 n 个 相同 的 值 登 在 一 起 ， 即 把 DD 看 作 是 4 个 域 


wn 1(2) 


Cr- 


图 7-17 


D,. 2xk<O, 2R+t x (R=0,1,2,.…,1— 1), 
重 全 在 一 起 . 设 S, 是 射线 0 ,= 2RXA (R=0, 1,，2,…，n)。. 罚 数 
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wo(z) 在 六 o 内 单 叶 解 析 ， 并 且 在 刀 o 内 连续 到 上 边沿 So 和 下 边 说 
S31， 把 Do 映 为 Go .9o 和 3 分别 对 应 于 角 域 的 两 条 边 argw = 0 和 
argw = 2x/n. 

潍 数 w,(z) 在 D, 内 蛙 叶 解析 ， 且 在 Dl 内 连续 到 上 边沿 51 和 
下 边沿 >， 把 咏 ! 瞻 为 Cl 和 95? 分别 变 为 射线 argw = 2x/n， 
argw = 4X/n。 在 S, 上 ，wi(z)=wo。 (>z)。 由 Painleve 定 理 ， 画 数 
of(2)， ZE US 
F(z) -| 

wi(2), 2zESIUD, 

在 DoU SiU Di 内 解析 ， 即 wo(z) 越 过 S$ 解析 开拓 为 wi(z)。 同 理 
wi(2) 越 过 5s 解 析 开 拓 为 wa(z)。 如 此 继续 下 去 ，w ,_s(2z) 越 过 
3 ,1 解析 开拓 为 w,_,(z)。 最 后 ,由 于 wo(z) 在 Do 内 连续 到 So， 
wan_i1(2) 在 D,-_! 内 连续 到 下 边沿 S,. 日 当 So 和 5S, 上 具有 相同 坐 
标的 点 z =X 时 ，wo(z)=w,._1(2)， 因 此， 我 们 得 到 函数 


, wo( 2),， z€ SoU DoU Si; 
wi(2), zE SU DU S,; 
F(z)= ( wa(2), 2z€ SU D, US,; 


Wart(2), 2E3UD， US 

现在 我 们 把 Do 和 Di 沿 $1 粘 起 来 ,Di 和 Ds 沿 $, 粘 起 来 ，D,_。 和 
Di 沿 5 ,1 钻 起 来 .最 后 把 Do 的 上 边沿 $6 和 D,_ 的 下 边沿 5S , 粘 
起 来 (当然 ， 实 际 上 这 是 不 可 能 的 ， 而 只 是 我 们 设想 将 这 两 边 上 
具有 相同 坐标 的 点 看 作 是 同一 点 罢了 ). 这 样 我 们 就 得 到 粘 起 来 
的 封闭 的 2 时 “曲面 ”( 图 7-18)， 


a- (BD) (ds) 


这 个 “曲面 ” 尺 称 为 多 值 珊 数 Y z 的 Riemann 由 面 (注意 Wz 的 支 
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扩 z2= 0 不 在 曲面 上 ! ). 了 (z) 在 RE 上 是 单 值 解析 的 ， 而 在 及 的 
每 一 叶 上 定义 多 值 沙 数 z 的 一 个 分 支 。 
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《2) 对 数 闹 数 山 =Logz 的 Riemann 曲面 

前 面 我 们 已 知 ， 在 > 平面 上 去 摆 正 实 轴 的 域 已 内 可 以 分 出 对 
数 殴 数 的 单 值 解析 分 支 

w,(2)=log|z| +i(0+ 2k7) (R=0, 士 1, 土 2,:…)， 
其 中 

2=|zle' 0<0O<2zr， 
这 无 穷 多 个 分 支 wm*(z) 把 已 变 为 带 域 
CC,，2RrcJImw<2(R+1)T. 

与 前 面 很 式 画 数 一 样 ,w;(2z) 可 以 越过 S11 解析 开拓 为 ws; 1(z)， 
然后 把 w,(z) 的 定义 域 吕 ,与 ww. 1(z) 的 定义 域 刀 ,+ 沿 S ,+1 粘 起 
来 ， 就 得 到 Logz 的 Riemann 则 面 R〈( 图 7-19). 这 里 所 不 同 的 是 
Logz 的 Riemann 曲 面 是 无 穷 多 时 的 . 在 人 上 ， 函 数 
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wi(z) ， 2zES, UD, US9S。3 
F(z)=Logz= wo(2Z) ， 2€ 0 UD,。 US 
WwW_i(2) ， 2E€ES_ IUD Un 


过 由 和 


是 单 值 解析 的 . 在 民 的 每 叶 上 定义 它 的 一 个 分 支 


本 题 


1.。 证 明 ， 若 整 丽 数 f(z) = 》 c,z" 在 实 轴 上 取 实 值 ， 则 


cC ,是 实数 (n=0,1,2,-.…)， 

2. 证 明 ， 如 果 整 画 数 帮 z) 在 实 轴 上 取 实 值 ， 在 虚 轴 上 取 碟 
数 ， 则 六 z) 是 奇 酚 数 ， 

3. ” 设 D 是 天 于 实 轴 对 称 的 域 ，f(z) 是 D 内 的 亚 纯 隙 数 ， 在 
实 轴 上 取 实 值 . 征明， 如 果 a 是 f(z) 的 极点 , Res(f(z)，a)= 4， 
则 Res(f(z),a)= 4. 

4. 试 作 出 作 可 夫 斯 基 画 数 的 反 画 数 w = z + YW-1 的 
Riemann 则 而 。 


—290— 


第 八 章 共 形 映照 


8 1 共 形 映照 的 若干 性 质 


前 面 我 们 不 止 一 次 地 用 到 以 下 事实 ,解析 了 区 数 (非常 数 ) 作 
为 觅 照 来 说 ， 把 域 鼎 为 一 个 域 . 自然 ， 作 为 特殊 的 解析 映照 的 共 
形 映照 也 具有 这 一 柱 质 . : 

定理 1 ( 保 域 性 》 若 画 数 f(z) 在 域 D 内 解析 ， 且 不 是 一 个 常 
数 ， 则 f(DD) 是 一 个 域 . 

证 明 ” 按 域 的 定义 ， 我 们 要 证 明 f(D) 是 连通 开 集 、 设 wb 
ws 是 f(D) 内 的 任意 陋 点 ， 在 D 内 有 点 2z!，2。， 使 得 

1 = f(2:), w, = f(z,). 
因为 D 是 连通 的 ， 所 以 在 D 内 有 一 曲线 y(t) (at)， 连 接 
21，2zo。 画 数 w= f(z) 将 曲线 y(t) 变 为 曲线 1 [Y(1)] (a<i1< 
B)， 它 是 f(D) 内 连接 ww!:，ws 的 曲线 ， 所 以 1(DD) 是 连通 的 ， 

设 wo 是 f(D》 内 的 任意 一 点 。 由 第 五 意 $2 的 定理 4， 对 于 
充分 小 的 p> 0 ， 存 在 6> 0， 使 得 对 于 加 |w-wo|< 6 内 的 任意 
一 点 w, 在 圆 | z-zo| 之 p 内 存在 一 点 z， 使 得 f(z) =w, 即 信 (wo 
Oj)Cf(D)， 所 以 f(D) 是 开 集 . 定理 证 毕 ， 

定理 2 若 茵 数 1(2z) 在 域 D 内 单 叶 解析 ， 则 对 于 DD 内 的 每 一 
点 2，f (2) 闪 0, 反之， 若 点 z0EDD， (zo) 0， 则 在 点 zo 的 
邻 域内 f(z) 是 单 叶 的 . 

证 明 ”车 不 然 ， 则 存在 点 zo€ D, 使 得 f(z0)= 0 .zo 是 医 
数 z)-f 了 (20) 的 mr 级 寺 点 (m 实 2), 由 第 五 章 §$2 的 定理 4， 对 于 
点 wu = 了 (2z0) 的 邻 域 内 的 岂 ，f 了 (2)-w 在 zo 的 邻 域内 恰 有 mm 个 霉 
点 ， 这 与 帮 z) 在 已 内 单 时 体 六 层 ， 所 以 在 六 内 万 (z) 兰 0. 反之， 
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苦 f《z0) 六 0 ， 则 zo 是 f(z)-f 了 (z0) 的 简单 零点 .由 第 五 章 $ 2 的 
定理 4， 对 于 充分 小 的 p, 存 在 6>0 ,使 得 对 于 圆 |w-f (zo)|<6 
内 的 每 一 点 w，j 帮 (2z)- 邮 在 圆 |z-zo1 忆 pD 内 只 有 一 个 老 点 ， 即 只 在 
一 个 z， 使 得 f(z)=w. 由 f(z) 的 连续 和 性， 可取 pl (ptKpo)， 使 
得 有 (Vz05p1)) CV(wo30)， 于 是 f(z) 在 让 (z0; pi) 内 是 单 叶 
的 。 定 理 证 毕 . 

注意 ;从 DD 内 f(z) 六 0 只 能 推出 f(z) 在 每 一 点 的 邻 域内 是 单 
叶 的 ,而 不 能 推出 f(z) 在 DD 内 单 叶 ,如 f(z2)=1/z? 在 D=C- {0} 
内 解析 ,1 (2)= -2/2z3 六 0 在 D 内 成 立 , 但 是 f(z) 在 DD 内 并 不 是 
单 叶 的 ， 

在 第 二 意 我 们 知道 ， 在 f(z) 闪 0 的 点 ,f(z) 是 保 角 的 . 如 果 
w= f(z) 是 单 叶 解析 画 数 ， 由 定理 2 ， 它 的 导数 在 D 内 处 处 不 为 
雾 . 因此 我 们 把 单 叶 解析 函数 称 为 共 形 映照 .由 定理 1 ， 它 把 域 
DD 保 角 地 上 映 为 另 一 个 域 G= f(D)，f(z) 的 反 沙 数 g(w) 把 G 单 叶 
地 映 为 D= g(G). 由 第 五 章 $2 的 定理 4， 对 任意 给 定 的 e 之 0， 
若 取 p= e, 则 g(V(f(z0); 6))CV(z6o3E)., 因此 ,gl(w) 在 点 wo = 
f(z0) 是 连续 的 . 好 单 叶 解析 函数 的 反 画 数 z = g(w) 是 连续 的 ， 
由 第 二 章 关 于 反 瑞 数 的 定理 ,g(w) 在 GG 内 是 单 叶 解析 的，g’(w) 
=1/f'(g(w)). 综 上 所 檬 有 下 面 的 定理 . 

定理 3 若 函 数 w= f(z) 在 域 D 内 单 叶 解析 ， 将 DD 保 角 地 有 上映 
为 域 G， 则 反 阔 数 z= g(w) 在 G 内 单 叶 解析 ， 把 G 保 角 地 上 映 为 域 
D. 

下 面 的 定理 是 解析 映照 为 共 形 映照 的 一 个 充分 条 件 ， 称 为 边 
界 对 应 原理 

定理 4 设 C 是 一 个 域 ，? 是 G 内 的 可 求 长 简单 闭 曲 线 , 其 内 
部 岂 属 于 C. 若 殴 数 太 >) 在 C 内 解析 ， 把 ?双方 单 值 地 瑞 为 简单 闭 
曲线 六 ， 则 w = f(z) 在 D 内 单 叶 ， 拒 D 映 为 厂 的 内 部 人 2 (图 8-1). 

证 明 设 w。 是 不 在 大 上 的 : -点 。 由 幅 角 原理 我 们 知 ， 面 数 
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f(z) ~ wo 在 ?内 的 老 点 个 数 认 等 于 积分 
1 | f(z2z) i | dw 


二 十 
2 ? f(z2)-w, dz 


~ 2x1 
当 点 wo 在 三 的 外 部 时 ， 则 


| lw 
一 一 一 = 0 。 
rr WwW-Ww 


所 以 NN = 0 ,f(z) 一 wo 在 号 内 没有 家 点 ; 当 点 wo 在 人 三 的 内 部 时 , 则 


1 
2 人 WwW—wo dw=1. 
所 以 
1 f(z) _ 
2 |， Fw 2 二 十 1， 


等 点 .并且 当 点 z 沿 7y 正 向 绕 行 一 圈 时 ，w = f(z) 沿 栈 的 正 向 绕 行 
一 图 。 当 点 wo 在 六 上 时 ， 画 数 大 zz) - uv 在 总 内 没有 才 点 。 事 实 
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十 ， 如 存在 点 zo。 ED，f(z0)=w。 那么 由 于 f(D) 是 一 域 ,所 以 
存在 w6。 的 一 个 令 域 (wo， 0) 性 f(D), 对 于 (wo 0) 内 的 每 一 
点 wj， 图 数 1(z) 一 ww 在 DD 内 有 和 需 点 ， 特 别 地 ， 者 取 w 是 (wo， 
6) 内 和 且 位 于 矿 外 部 的 点 ， 则 与 前 面 所 证 明 的 f(z) ww 在 D 内 无 霓 

类 似 地 可 以 证 明 ， 若 画 数 (2) 在 D 内 除去 点 zo 外 是 解析 的 ， 
zo 是 f(z) 的 一 级 极点 ，f(z) 把 DD 内 的 可 求 长 简单 闭 曲线 7 (z6 伍 
于 y 的 内 部 ) 双方 单 值 地 变 为 简单 闭 曲 线 广 , 但 三 的 方 癌 与 ?区 回 ， 
则 f(z) 把 y 的 办 部 除去 zo 外 单 叶 地 映 为 并 的 外 部 ， 


$2 分 式 线性 变换 
具有 下 壕 形 式 的 茵 数 称 为 分 式 线 性 次 数 或 分 式 线性 变换 , 


az+b 
w=L(2)= oT ; (1) 
其 中 a,b,c,d 是 复 常 数 ， 且 
a b 
人 = =ad- pces0。 (2) 
cd 


当 和 人 =ad-bc= 0 时 ，L(z) 将 是 常数 或 无 意义 .所 以 ， 以 下 我 们 
总 是 假定 分 式 线 性 变换 (1) 满 足 条 件 (2)， 

若 c 0 ， 则 除去 点 z= - d/c 外 ， 上 (2) 是 解析 和 的, 点 z= 
- d/c 是 L(z) 的 一 级 极点 ， 若 c= 0， 则 由 (2) 式 ，d 半 0 ,上 (2z) 
= Az+B8B, 其 中 A=a/d,B= b/d. 这 时 ， 上 (2z) 是 一 个 线性 变换 
2 = co 是 它 的 一 级 极点 . 

分 式 线性 变换 (1) 的 反 画 数 
_ —dw+b 

CW 0 
也 是 一 个 分 式 线性 变换 , 若 c 关 0， 我 们 规定 点 z= -d/c 与 点 w = 
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z= (w) (3) 


co 相对 应 ， 点 z = 0 与 点 w= a/c 相 对 应 ， 若 c = 0， 则 点 z= co 与 
点 WwW = ce 相对 应 。 于是， 分 式 线性 变换 内 = 艺 (z) 建 立 了 扩充 平面 
上 的 后 到 扩充 玫 面 上 的 点 的 一 一 对 应 ， 妈 上 (2z) 把 扩充 2 下 面 单 时 
地 了 肌 为 扩充 由 平面 。 下面 的 定理 说 明 友 之 亦 然 ， 

定理 1 若 w = 片 z) 在 扩充 平面 上 除去 点 z= zo 外 是 解析 的 ， 
而 日 单 叶 ， 则 f(z) 必 是 分 式 线 性 变换 . 

证 明 z6 是 f(z) 的 孤立 奇 点 . 由 Picard 定 理 它 不 可 能 是 f(z) 
的 本 性 奇 点 ， 由 Liouville 定 理 z。, 也 不 可 能 是 f(z) 的 可 去 奇 点 . 因 
此 ，zo 只 能 是 f(z) 的 极点 ， 由 单 叶 性 ，2z。 只 能 是 f(z) 的 一 级 极 
点 。 因 为 若 zo 是 扩 z) 的 m 级 极点 ，m 宇 2， 那 么 z 是 画 数 9(z) 
= 1/ jz) 的 mm 级 雪 点 ， 且 9(z) 在 zo 的 邻 域 内 是 单 叶 的 ,但 是 由 第 
五 章 $ 2 的 定理 4 ， 显 然 , g(z) 就 不 能 是 单 叶 的 。 所 以 , f(z) 在 


z 邻 域 Laurent 展 式 的 主要 部 分 
A 


幼 (z) = 之 一 之 0 


， 2Zosscos 


其 中 A 是 常数 . 于是， 六 数 
p(2)= f(z2)— Wz) 
在 扩充 于 面 上 是 解析 的 ， 因 而 pg (2z) = B〈( 营 数 )， 即 


f(z2)=B+ 


2—20 ”| 


或 
f(z)=Az+B. 
所 以 ，f(z) 是 一 个 分 式 线性 变换 . 定理 证 毕 . 
设 L(z) 是 分 式 线 性 变换 (1)， 若 c 交 0 ， 则 它 的 导数 


ad ~ bc 


L’ (2)= tard 。 (4) 
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所 以 在 除去 点 z= - d/c 及 z= co 外 ,分 式 线性 变换 是 保 角 的 ; 若 c 
=0， 则 Z(z)= A4z+B8B,L’‘(z)=A. 所 以 L(z) 在 有 穷 平 面 上 是 
傈 角 的 . 

分 式 线性 变换 (1) 可 以 分 解 为 下 面 四 个 简单 变换 . 

当 c= 0, w= Az+B, A=a/d 半 0, B=b/d。 若 设 A= 
7eE“， 那 么 ww = Az + 可 以 分 解 为 ， 

ZI=E'"2Z, 2o=721; WwW=2,+B, 
当 c 半 0 时， 那么 


a bc-ad 1 
-一 一 寺 一 一 一 一 。 一 


ZU) 一 
C C2 


它 可 以 分 解 为 


d 1 pc 一 Gd a 
Z| 三 ZZ 二 + 一 —， Zo = aa 岂 一 一 一 > 一“ 十 -一 一 。 
C Cc 


最 后 一 个 变换 又 可 按照 上 面 那 样 分 解 为 三 个 变换 。 因此， 对 于 一 
般 的 分 式 线性 变换 (1) 可 以 分 解 下 面 四 个 简单 变换 的 复合 ， 


二 2 十 G， WwW=e'"2, 
1 

WW= TZ2， 一 一 一 。 
之 


现在 我 们 来 说 明 这 四 个 变换 的 意义 . 

1) 了 =z+4， 这 是 一 个 平移 〈 图 8-2(a)); 

2) w=e'”*z (c 是 实 常 数 )， 这 是 一 个 旋转 〈 图 8-2(b)) ， 
3) w=rz (fr 是正 实 数 ), 这 是 一 个 相似 变换 (图 8-2(0c))3 
4) w=1/z, 这 个 变换 可 以 分 解 为 ; 


1 一 
21 3 内 = 一 “1 。 


在 第 一 章 $ 2 ， 我 们 已 知 它们 分 别 是 关于 单位 圆 的 对 称 变换 与 关 
于 实 轴 的 对 称 变换 . 称 >，zi 是 关于 单位 圆周 |z| =1 的 两 个 对 
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a TE 
?(] , 
pa 
OO 
(a) CC) 
图 8-2 
称 点 。 它 们 分 别 在 单位 圆周 的 内 部 和 外 部 . 当 z 在 单位 圆周 上 时 ， 


那么 它 的 对 称 点 z1 就 是 它 自 身 . 一 般 地 说 ， 如 ?是 以 a 为 圆心 ， 
尺 为 秆 径 的 圆周 ，2， ;Zo 两 点 满足 条 件 


, (5) 


则 称 zt, zs 是 关于 圆周 y 的 两 个 对 称 点 (图 8-3)。 特别 地 ， 对 于 
圆周 y 上 的 点 ， 和 它 对 称 
的 点 就 是 其 自 身 ， 圆心 
z= 4 和 无 穷 远 点 2= co 也 
看 作 是 关于 ? 的 两 个 对 称 

对 称 点 的 一 个 基本 性 
质 是 : 过 zi ,zs 两 点 的 任意 
圆周 必 与 ? 正 交 (图 8- 4)， 
事实 上 ， 设 三 是 过 zi , >? 两 
点 的 任 一 圆周 ， 过 a 点 作 刀 的 切线 ,， 切 点 为 ?7 ， 根据 平面 儿 何 的 
定理 知道 ， 切 线 长 的 平方 

|1z’ -al?*=|1z,- al|z,-al. 


由 (5) 式 得 到 |z -aj?= R22， |z -gal= 尺 。 妈 切 线 az/' 是 圆周 y 


图 8-3 
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的 守 径 ， 所 以 六 和 ? 正 交 ， 
下 面 我 们 用 两 对 称 点 
给 出 圆周 的 另 一 种 表示 
法 . 设 有 圆周 y: 
lz~-al= RCR>0), 
z1，zs 是 关于 它 的 两 个 
对 称 点 ，2| 半 25。 21=a 
8-4 + pe'” , 22=0G+ pe'". 


pip2= RPR’?. 当 zEY 了 时 ， zz 


=a+ Re'*，0 02x ,我 们 有 


> 一 2 |. Re |= py fe pe 
2 一 2 | | Re -pei | RR Ipe'’— Re'®|’ 
所 以 
2-2 | _ Pp ER 
] Zo RT ps “ 《67 


项 贺 周 ”上 的 点 满足 方程 (6) 
有 反之， 满足 (6) 的 点 也 一 定 在 区 周 yY 上 ， 其 中 z, ，z* 是 关于 圆 
周 y 的 两 个 对 称 点 事实 上 ， 若 设 


2 Pi 
Wz R 加 ? 
那么 
i-w 
za (S17 0) 一 zzz 一 G) pie Pi Pw 
1 一世 l-w 
注意 到 po。 = R?， 我 们 有 
Pps ,0 
pop-pw|_ I RS 
lz-al =| = 
l-w 1 一 A e's 
rR 


一 R~-pie'’ 和 
所 以 
|z~al=R, 
现在 考虑 方程 
2 一 2 | 
| 三 2 =h (Rss1) ， (7) 


其 中 是正 实 数 ，z1， zs 是 不 相等 的 两 个 复 常数 .我 们 证 明 (7) 式 表 
示 一 圆周 ，z,, zs 是 关于 它 的 两 个 对 称 点 .事实 上 ， 由 (7) 式 知 ， 
lz- zi =h|z- zs|， 所 以 / 

[|(z—21)— R(z— zo)|=Ek|(2z-2)- (2— 2z,)| 


( 见 第 一 章 §$2 的 习题 18). 上 式 两 边 同 除 以 |1 - 忆 | 得 到 


> — h?z, pk 
2 一 一席 = 下 二 京 | 六 |21 ~ 221， 
中 
1z-al = 也 ， 
其 中 
= Zi 一 R zs 加 R| zi 一 >o| 
1 一 R2 上 1 一 R2|  “ 
并 且 
2 
2 一 了 一 1— hk? (2o。 一 2Z1)， 2oe 一作 三 ] Es (a 2Z1)， 
本: 
2e 一 他 一 > 
zi-—a 


所 以 zz 是 关 于 圆周 |z- al = R 的 两 个 对 称 点 。 
当 &= 时， 方程 为 


=| 。 (8) 
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显然 ， 它 表示 一 条 直线 二 ，zt，z? 是 天 于 了 的 两 个 对 称 扎 (图 8-5)。 

现在 如 扫把 有 穷 平面 C 上 的 直线 看 作 是 扩充 平面 上 经 过 氮 z 
= co 的 圆周 ， 那 么 ， 对 于 任意 
正 实数 有， 在 扩充 平面 上 ， 方 
程 (7) 都 表示 一 个 圆周 , 当 且 仅 
当 R=1 时 ，(7) 式 表 示 这 个 圆 
周 过 点 z = co 即 一 条 在 线 . 绿 


上 所 述 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 2 任意 一 个 辕 周 都 
图 8-5 可 以 表示 为 
| 于 全 =h (Rn0)， (9) 


其 中 zl zs 年 天 于 它 的 两 个 对 称 点 , 当 k 半 1 时 ， 这 个 圆周 的 圆心 及 
个 径 分 别 为 


a = Tk ， (10) 
R= “ll a 
|1-R2  “ 


方程 (9) 代 表 扩 充 在 面 C-。 上 的 圆周 ，ziyz。 是 关于 它 的 两 个 
对 称 点 ， 这 个 圆周 称 为 Apoljonius 圆 周 ， 当 Rs1 时 ， 它 的 圆心 与 
牛 径 分 别 由 (10) 式 和 (11) 式 表示 。 对 不 闻 的 hh ， 我 们 得 到 不 同 的 
Apollonius 圆 周 C ,圆心 和 从 径 分 别 为 a. ,RR,. 不 难看 出 以 下 事实 


lim a, = 2z,,， lim PR.=0,， 
地 十 ho3+ 0 

圆周 CC 上 的 点 z 趋 于 点 zl 同样 
lim a, = 2z。， lim RR,=0.、 
{十 澡 息 -全 十 地 


圆周 和, 上 的 点 z 赵 于 点 z*. 因此 ， 当 0 <R< + co 时 ，Apellonius 
贺 周 族 C.， 以 关于 它们 都 是 对 称 的 两 点 2 zs 作为 极限 点 . 此 外 
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lim a, = co ， lim RR,=+0, 
k=-* 1 


有 一 | 


= 1 为 极限 位置 (图 8-6). 由 于 z1,2o 是 


赔 周 族 C, 以 直线 二 二 2 
关于 圆周 族 C ,中 每 个 圆周 的 两 个 对 称 点 ， 所 以 过 2 ,zs 两 点 的 任 
意 癌 周 与 C ,中 的 每 个 圆周 者 是 正 交 的 ， 

如 朱 我 们 考虑 分 式 线 性 变换 
一 -二 ， (12) 
2 一 2。 


pe 


那么 ， 它 把 > 平面 上 的 Apollonius 圆 周 族 
之 一 之 1 
之 一 之 9 


= 尺 


Ch: 
映 为 同心 贺 周 族 ，|w| =R， 由 保 角 性 ， 它 把 过 zl ，z? 两 点 的 圆周 
族 上 映 为 过 原点 w= 0 的 直线 族 (图 8-6). 
现在 我 们 可 以 利用 定理 2 来 证 明 分 式 线性 变换 的 下 述 重 上 芝 
性 质 ， 
定理 5 任意 分 式 线 性 变换 
w= 上 (2)= 2 (ad -pcs0) 


将 圆周 K 变 为 圆周 这 ,并 且 将 关于 KK 的 两 个 对 称 点 变 为 关于 及 的 


肉 个 对 称 点 ， 
证 明 ” 设 z1,zs 是 关于 圆周 太 的 两 个 对 称 点 ，zi 六 2z，。 阅 阅 人 
可 表示 为 
Z—2Z | 
Zz, = (R>0)。 


将 := 了 -Kuw) = 二 gw+o 代 入 有 的 方程 ， 得 到 


CU 一 总 
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a 


(13) 


者 
-tr 
lj 
"A 

-SG | 
十 | 十 
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NIN 
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Ne | 
| | 1 
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十 | 十 
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| 
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若 czl+ass 0 ，cza+dxs 0， 那 么 由 (13) 式 得 到 


WwW™~ Wo 
其 中 
L _ azi+b_ 一 了 2 十 六 
Wi (2) czZi+d ? WwW2 = L252) = czstd ? 
cz。+d 
h= czi+d | 


由 定理 2 , HH， 上 | = 1 是 一 圆周 ,zi zs 两 点 的 象 wt ws 是 


关于 五 的 两 个 对 称 点 .和 葵 cz +d= 0， 那么 这 时 czs+tass0 ;G1 十 
os0;， 由 (13) 式 得 到 


tb | -8 
(czo+d)w" azo+D) | 
中 
az 
lw ~ ws| = klczo+ dl * 


这 是 ww 平面 上 以 点 wo 为 圆心 的 网 周 ， 点 wj = co (点 z1 的 像 ) 与 点 
w» 是 关于 这 个 圆周 的 两 个 对 称 点 . 六 cz?+d = 0 ,那么 这 朵 有 cz 
+d 半 0，azs+b 0， 由 (13) 式 得 到 
lw(lcz; +d)—- (azi+d)| = klaz,+d|, 

al 
| az» +6l 
lcz, + dl* 
这 是 平面 上 以 w 为 圆心 的 圆周 ,ww 与 ws = co (点 zs 的 像 ) 是 关 
于 这 个 圆周 的 两 个 对 称 点 ， 定 理 证 毕 ， 

一 个 分 式 线性 变换 


lw~w,|=k 
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= 一 一 一 ， dad-bcs0， 


除去 恒 同 变换 上 (z)= z 外 (a= d=1,65=c= 0)，, 它 的 不 动 点 ， 即 
满足 方程 (az +b)/ (cz+d)=z 的 点 至 多 只 有 两 个 ， 这 是 因为 
方程 
cz*+(d—-a)z~-b=0 

3 多 只 有 两 个 根 。 当 c 闪 0 时 , 它 恰 有 两 个 不 动 点 (可 能 重合 ); 当 
c=0 时 ，L(z)=4z+ 了 .和 若 4s1， 则 方程 4z+ 有 =z 的 根 zi = 
~- 忆 /( A-1) 及 zs = oo 是 上 (2) 的 不 动 点 , 若 A=1, 上 (2)=2z+ 
嘿 , 它 是 一 个 平移 ， 仅 以 z = co 为 不 动 点 。 

现在 假定 zi ，za，zs 是 C- 上 的 三 个 不 同 点 ， 在 分 式 线 性 变换 
w= 上 (2z) 下 的 象 分 别 是 w,, ws，w。 如 果 另 有 一 个 分 式 线性 变换 
w= 上 (2) 也 使 Lj(z,) =w(kR=1,2, 3), 那 入，Lii( 上 (2z)) 也 是 
一 个 分 式 线性 变换 , 且 把 z, 变 为 它们 自身 . 因此 Lii(L(z))=z， 
变换 由 “上 的 三 个 不 
问 点 唯一 确定 。 

设 zs;2s, 是 C。> 上 的 三 个 不 同 点 ， 劳 虑 如 下 的 分 式 线性 变换 


Z 一 2 。23 一 Zo 
之 一 之 4 Za™ 4 


9 zoy23y24 和 所 人 


Za 一 之 
一 一 zs3,Z4EC, Ze 二 Co 


之 一 za” 
L*(z)= (14) 
-< 22, Zz, Zs EC, 23= 00, 
乙 一 2 
一 一 二 2， zy，zsEC，234= oo 
Za™ Zn 
RD 1， co 的 唯一 的 分 式 线性 变换 ， 
讽 2 是 CL。 上 的 任意 一 氮 。 .在 且 照 (14) 下 ， 21 有 的 银 称 为 Zl1, Zs 


235 24 的 区 比 ， 记 作 (2 ， 2;239 a), EB) 
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~ 


(>1，22y23，24) 一 了 (21) 。 


亦 即 


2Z1™ Zo ss 3 一 29 


二 一 pd 之 ziEC 
zl 一 2， Zs 一 24 9 O939 <4 9 


(21,29,23, 24) = 


Za 一 之 
(21,00,23, 24) = 一 -3 <2, zs;24EC, 
21 一 之 4 
之 1] 一 之 
(21,22900,24) = -2 ， Zs,Z4EC, 
Z1™ 4 
ZI 一 
(21,22,23;00)=— 2, 22,23EC. 
23 一 29 


按照 定义 容易 看 出 ,( za，zay zsyza) = 0，(zs，zayzsyz4) =1, (Za 
zz) zs 24) = co， (2z,0,1,00) =2>， 

定理 4 若 za,zs,zs 是 C- 上 的 三 个 不 同 点 , w= 上 (2z) 是 任意 
分 式 线性 变换 ， 则 对 于 任意 z21:/， 有 

(21，2223，24) = (了 上 (21)， L220),L(23),L(24)), 
即 交 上 比 在 任意 分 式 线 性 变换 下 是 不 变 的 ， 

证 明 因 L*(z)=(2,2s,2s;23) 将 zo,2s,24 依 次 变 为 0,1,%%， 
所 以 分 式 线性 变换 L*{L-!1(w)} 将 上 (2z2),L(zs), 上 (zs) 依次 变 为 
0,1, co。 依 交 比 定义 ， 

Cw,L(z2), L283), L212)) = L"* {LL (w)} 
对 任意 成 立 ， 特 别 地 ， 例 ww = 上 (21) 吏 得 到 

(L220) L220) ,L230 L620) = LL (2) = (21, 220, 29,24). 
定理 证 毕 ， 

由 定理 4 立即 得 到 ， 将 已 知 三 个 不 同 点 z1; zs; zs 分 别 映 为 mwl 
ws ,ws 的 分 式 线性 变换 是 

(WwW, Wo ts) = (2,21,22, 23), 
即 
(了 册 一 PE) ~— ws) _ (2~ 21)(22 ~ 23) (15) 


(WwWws)(We -wi) (2z-23)(20—21) " 
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若 z* 或 wx 中 某 一 个 是 =o， 则 包含 它 的 那个 因子 不 出 现 。 

定理 5 扩充 2 不 面 上 的 任意 一 个 贺 D, 都 可 以 用 一 个 分 式 
线性 变换 脆 为 扩 死 ww 平面 上 的 任意 一 个 加 已。 

证 明和 臣 们 只 限于 忆 ., 也。 都 是 其 圆 的 情形 证 明 这 个 定理 , 
对 于 万 . ,已 。 中 有 一 个 是 什 平 面 或 者 两 个 都 是 舍 平 面 的 情形 ， 
和 证明 是 类 似 的 。 在 已 .的 边界 C。 (圆周 ) 上 取 三 个 不 同 点 21， 
zz,23， 使 得 当 z 沿 C: 从 2 运动 到 z。 再 运动 到 zs 时 ，D, 在 它 的 
左边 ,按照 同样 的 方法 ， 在 DD。 的 陷 卉 Cs。 上 取 三 个 不 同 点 wi1， 
wo,ws， 由 公式 (15) 人 确定 的 分 式 线性 变换 ww= 上 (2z) 把 C , 映 为 C。， 
把 中. 映 为 以 C 为 边界 的 两 个 域 中 的 一 个 ， 我 们 要 还 明 上 (2) 一 定 
是 把 .也 为 D,. 事实 上 ,过 2s 于 D ,内 作 一 法 向 量 n.,， 当 z 沿 着 C， 
运动 到 zs 时 ，n, 在 它 的 左边 ，n, 在 L(z) 下 的 象 n。 是 过 ws 的 直线 
有 段 或 一 贺 弧 . 由 保 角 性 ， 当 思 沿 Cs。 运动 经 过 ws 时，n。, 应 在 它 的 
左边 . 按照 wi,ws,ws 的 取 法 ，nw 在 Ds。 内, 所 以 它 把 D, 映 为 D。，。 
定理 证 毕 . 

最 己 , 我 们 讲 几 个 重要 的 分 式 线 性 变换 ,作为 这 一 节 的 结束 . 

1) 将 上 半 平 面 Imz>>0 贞 为 单位 圆 | w | 过 1 的 分 式 线 性 变 横 

这 w= 上 (2z)= (cz+p) /cz+d) 是 这 个 分 式 线性 变换 ， 它 
把 x 轴 映 为 单位 圆周 |w |=1. 由 定理 3, 若 L(c)=0(Imc>0)， 
车 么 上 (G6) = oo。 


内 此 
ac +b=0, caG+d=0 
于 是 
L(2)= -0 .2 
二 
当 z = 0 时 ， jw 1=1, 所 以 | -|=1, 0'! (4 是 一 实数 )， 


Bl 


一 506 一 


《16) 


分 式 线 性 变换 (16) 把 以 ca ,5 为 极限 点 的 Apollonius 贺 周 族 


之 一 


2 二 [= (0<R<1) 


陕 为 ww 衬 面 上 以 原 
点 为 中 心 的 圆周 族 
|w |=k， 把 过 a ,6 的 
圆周 并 且 在 上 持平 面 
的 那 部 分 上 映 为 单位 加 
内 的 直径 〈 图 8-7 ). 
2) 将 单位 加 | 2z| 
1 映 为 单位 国 | w| 
< 1 的 分 式 线 性 变换 
设 取 = 革 (z) = 
(az2+tpb)/(cz+d) 是 
这 个 分 式 线 性 变换 ， 
它 把 贺 周 | z |= 1 有 映 
为 圆周 | w |= 1. 由 和 定 
理 3 , 若 点 z=a( al| 
<<1) 对 应 于 点 w=0， 
那么 ,点 z = 1/8 对 应 


图 8-7 
于 点 w= co。 因此 
于 是 
0 2Z—a ZZ—a 
w=L(2) 二 一 2- _] CCz 
a 
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其 中 R= ~ GQ/C， 由 于 当 z = 1 时 ， |w |=1, 所 以 


BE 
最 后 得 到 
oi 0Q a 
w= LL(2)=e a (9 是 实数 )， 《17) 
特别 地 ， 若 a = 0， Ww = e'*2 
车 将 (17) 式 写成 
i Zu 
w=e'2 0 = < 1， 
1-22 8 2z-a 


开 且 注意 到 它 把 圆周 1z| = 1 变 为 圆周 |w| = 1 ,我 们 便 看 出 , 单 


位 圆周 |z| = 1 即 是 Apollonius 贺 周 | - =| al. 变换 (17) 
将 Apollonius 网 周 族 
= 条- (< 21 


变 为 同心 圆周 族 1iw1= R/| a |， 而 将 过 a,1/8 两 点 且 在 贺 周 


2Z 一 人 加 _ 
一 957 |=141 ( 即 1z1= 1) 内 部 的 那些 圆 弧 变 为 圆 | w | < 


1 的 直径 〈 图 8-8)， 
3) 将 上 上 半 平 面 Imz>0 映 为 上 半 平 面 Imw>>0 竟 分 式 线性 变换 
设 w=L 上 (z)=(az+b)/(cz+d) 是 这 个 分 式 线性 变换 , 它 把 
实 轴 变 为 实 轴 。 若 在 实 轴 x 上 到 三 个 不 同 的 点 与 实 轴 4 上 相对 应 的 
三 点 代入 (15) 式 ， 那 么 我 们 立即 看 出 ，0,b,c,d 一 定 都 是 实数 ， 
因此 
az+b (ad - bec) (2 — 2) 


WwW- = 
cz+d ” Icz+dl ? 


上 
ad— pc 


| cz+d 
由 此 可 见 ， 若 ad -bc 之 0; 则 上 L(z) 将 上 持平 面 Imz 之 0 上映 为 上 全 在 
而 JImw>0， 若 ad ~ bc<0， 则 上 (2z) 将 上 盾 平 面 且 为 下 洁 平 面 
Jmw<<0. 反 之 , 若 L(2z)= (gaz+b)/(cz+d),a,0,c,d 都 是 实数 ， 
则 亏 (z) 把 实 轴 变 为 实 轴 ， 当 人 入 =ad- bc>0 时 , 上 (z) 把 上 个 在 
曾 变 为 上 中 平面 ,下 个 平面 变 为 下 盾 平 面 : 当 和 人 = ad - bc< 0 时 ， 
L(z) 把 上 人 盾 平 面 变 为 下 人 尘 平 面 ， 下 
持平 面 变 为 上 持平 面 . 

附注 ”在 亲 一 章 讲 述 对 称 冻 理 

时 ， 我 们 假定 D 和 D 关于 站 线段 
9 是 对 称 的 .现在 我 们 可 以 把 ,> 易 为 
一 段 圆 引 , 刀 “ 是 由 六 经 过 关于 圆 弧 
S$ 及 六 而 得 到 的 (图 8-9)， 那 么 对 称 
原理 仍然 成 立 。 事 实 上 ， 我 们 只 要 
用 分 式 线 性 变换 把 S 上映 为 直线 有 段 . 
这 时 关于 贺 弧 S$ 对称 的 屿 个 域 就 变 
为 关于 表 线 段 对 称 的 册 个 域 ， 


Im z 


Im 
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习 题 

1。 求 出 将 单位 圆 映 为 单位 圆 的 分 式 线性 变换 上 (z)， 拌 使 
L(0)=a, L’'(0)>0. 

2. 求 出 圆 | z | 之 到 单位 圆 | w |< 1 的 分 式 线性 变换 ， 

3。 求 出 上 人 持平 面 到 上 持平 面 的 分 式 线性 变换 L(z)，, 使 得 co， 
0, 1 分 别 映 为 0,1,o0. 

4。 求 出 上 半 平 面 到 加 | z | 之 R 的 分 式 线性 变换 上 (z), 使 得 
LD)=0， 上 和 (i)=1. 求 出 及 的 值 .. 

5。 求 出 上 人 半 平 面 到 单位 圆 的 分 式 线性 变换 ,使 得 -1，0，,1 分 
别 变 为 1,1， 一 1 

6. 证 明 有 两 个 不 动 点 a,b (apEC) 的 分 式 线 性 变换 可 写成 
以 下 形式 : 


Wa ZzZ—0a 里 A 
wb =h 2—b 9 有 是 复 闻 数 ， 
7. 求 出 单位 圆 到 自身 的 分 式 线性 变换 ， 使 得 1/2， 2? 为 不 动 


点 ，-1 (5 + 31) 变 为 无 穷 远 点 ， 


4 
8. 证 明 只 有 一 个 有 穷 不 动 点 a (cEC) 的 分 式 线性 变换 可 以 
号 成 以 下 形式 ， 
-= 一 +h，h 是 不 为 者 的 常数 . 
WwW—a ZZ—0 


9。 设 w = 上 (2z) 是 单位 圆 到 自身 的 分 式 线性 变换 ， 证 明 ， 
(1) 对 于 单位 圆 内 的 任意 两 点 zx,zs， 有 


1 2 |=| -1 一 2 - - 
1 一 429 -Bw WL (R=1,2), 
(2) ladz| _ ldw| 


10. 设 ? 是 过 ~1, 1 的 任意 圆周 ，z1, za 两 点 不 在 ”》 上 ， 且 
z12s = 1。 证 朋 z1,zs 两 点 中 一 个 点 在 ?的 内 部 ， 而 另 一 个 点 在 
的 外 部 ， 

11。 求 出 所 有 与 圆周 | z |= 1 及 | z ~ 11= 4 正 交 的 圆周 . 

12。 证 明 zzs 关于 圆周 4zz+ Bz+Bz+D=0 对 称 的 充 
要 条 件 是 ,Az1z。+ Bzs。+ Bz,+D=0. 

13. 证 有明 ， 交 上 比 (2z1,22,2s,24) 为 实数 ,其 充 要 条 件 是 21,22,23， 
2 四 点 共 贺 ， 

14。 若 四 边 形 相 邻 顶点 21 , za,zs, 24 共 圆 ， 则 

| 21—23|| 22— zs|=| 2 ~ 221| 23- 241+|22— 231| 21— zl. 

15。 证 有 明 ， 单 位 贺 到 单位 贺 的 共 形 映照 必 是 分 式 线性 变换 ， 

提示 ， 利 用 Schwarz3|l 理 . 

16。 若 函数 1(z) 在 圆 环 r 过 | z |<R 内 解析 ， 在 r<| z | 委 民 连 
续 , 并 日 在 圆周 | z |= RR 上 ，f(z)=0， 则 在 r 之 | z | 之 R 内 ，f (2) 
==0, 

17。 若 函数 f(z) 在 圆 | > |<R 内 解析 ， 在 | z | 万 KR 上 连续 ， 
M(r) 和 A4(r) 分 别 是 | f(z) | 和 Ref(z) 在 圆周 | z |=r 上 的 最 大 
值 ， 则 当 0 之 r 之 RR 时 ， 


27 Ri+ir 
M (rr) 万 一 A (R) + - 一 
这 个 不 等 式 称 为 Carathéodory 不 等 式 ， 
提示 ， 利 用 Schwarz 引 理 与 分 式 线性 变换 . 
18。 设 函数 f(z) 在 单位 加 | z | 之 1 内 解析 , | f (2) [<1,zi， 
22，… 2, 是 f(z) 在 单位 圆 | z | 之 1 内 按 午 数 计 算 的 圾 点 ， 求 证 


[feo0). 


| 


Z—2Z, 
1—%2i2 


特别 地 有 
ifc60) (| [lz, |， 


n 
上 二 1 
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19. 若 函 数 片 z) 在 单位 园 |z| <1 内 解析 ， 量 | f(z) | 委 1， 则 


f(z2)— wo ] ] 2 一 20 
(1) 1 — of (2) < 1~z02 | 
其 中 |zo |<<1, wo= f(z0). 特别 地 ,有 
| 22- 10) <I1- F000)f02) 1 


2 
(2) fo) YP < 1 


1-|zP ~1-|zFE: 
20。 帮 汞 数 1(z) 在 单位 圆 | z |<< 1 内 解析 ， 且 | f(z) | 委 1， 
则 当 | z |< 1 时， 


[fC0)1-1z| 1f00)1+|z| 
TITAN < 


21。 设 汞 数 1(z) 在 单位 圆 | z | 之 1 内 解析 ,| f(z) | 专 1, f(0) 
=0。 若 对 于 | z1 |=| z*|j=r<1 有 上 zi) = f(z2)=w， 则 |w |&r?. 


f(z)-w 2-2 了 二 一 2a 


提示 ， 考虑 画 数 h(z)， -Hf 1a2° T 二 元 3 人 3) 。 


22。 若 画 数 f(z) 在 单位 圆 | z |<1 内 解析 ， 晶 | f(z) | 委 1， 
f(0)=0, |1f’(0)|=a>0， 则 
|zl(a-lz DE-al z DI f(z)|. 
23。 帮 责 数 1(z) 在 单位 圆 | z | 之 1 内 解析 ， 并 且 | f(z) | 委 1， 
1(0)=0,|f‘(0)|=a>>0， 则 f(z) 在 圆 


| > Koo= Tr 
内 单 叶 . 

提示 由 边界 对 应 原理 只 要 和 证明. 若 | 1 |=| zs | = D< po 
ZI 29, 则 f (Cz) f(z,). 


24。 设 范 数 f(z) = > az" 在 单位 圆 | z |]< 1 内 解析 ， 痒 且 
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| f(z) | 委 M， 证 明 
MI| a <M?-|ao Fk. 
提示 ， 考 虚 贺 | w | 之 以 到 圆 | 6 | 之 1 的 分 式 线性 变换 ， 
25. 设 画 数 w = f(z) 在 单位 贺 | z |< 1 内 人 解析， 姑且 | f(z)| 
之 1，f(0)=a0， 和 证明 当 | z |j 委 < 福 工 时 ， 
| f(z2) -wo |p, 


其 中 


ww =< (1~-|z)) _|z1|(1~0°) 
0 1~aszh’ 1 一 ca 引 zP” 


$ 3 共 形 映照 的 例子 


这 一 节 我 们 将 给 出 一 些 共 形 映 照 的 例子 ， 它 们 都 是 由 初等 画 
数 复合 而 得 到 的 ， 
例 1 将 图 8-10(a) 所 示 的 域 C 保 和 角 地 有 映 为 上 什 平 面 。 


C， 
ACco) B(0) D(0) A(o) Cl(—h) 有 (0) ~ Alco) 
(a) Cb) 
GC, 也 


DG )》 4kco) 
C(0) BC 4(eo) A(%) DCh) C0) DR) 4(co) 


(c) (d) 
图 8-10 


首先 利用 函数 
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将 下 侍 在 面 除 到 线段 [0 ,h 引 的 域 G 映 为 2 平面 上 除去 实 轴 上 
[一 及 ,+ 00) 的 域 GI( 图 8-10(b))。 映照 在 G 内 是 保 角 的 。 然 后， 
作 平 移 变 换 

zo = 2,+ hi. 
它 把 G, 保 角 地 上 映 为 除去 正 实 轴 的 域 G:( 图 8-10(c))， 最 后 ， 变 换 

w= 1 Zo 

将 G。. 保 角 地 上 映 为 上 牛 平 面 ， 这 里 根 式 范 数 是 使 -1=: 的 那个 
分 灾 。 所 以 ， 阔 数 


w= TF 
将 G 保 角 地 映 为 上 中 平面 万 
例 2 ”将 图 8-11(a) 所 示 的 域 G 保 角 地 映 为 上 中 平面 . 


之 1 二- 网 


po 


它 把 感 轴 仍 变 为 莱 轴 ， 把 线段 [1，21 变 为 线段 [1/2，11. 又 将 
Zi = 1/2 代 入 | z ~ (1/2) ]= 1/2 得 到 


2 一 2 =1 


这 是 到 点 z1= 0 忆 点 21=2 等 距离 的 一 条 直线 Rez, = 1,. 所 以 变局 
z = 1/z 把 G 变 为 带 域 09<Rez,<1 内 除去 | 一，1 | 的 域 G，( 图 
8 -11(b))。 然 后 用 指数 丙 数 


Zs 
把 G, 映 为 上 持平 面 除去 一 贺 弧 的 域 G: (图 8-11(c)). 接着 利用 上 
全 平面 到 上 和 牛 平 面 的 分 式 线 性 变换 
] 十 2， 


之 9 二 
上 一 人? 


把 Gs 变 为 上 和 盾 平 面 除去 庶 轴 上 的 线段 [0, 站 的 域 Gs( 图 8-11(d)). 
和 最后， 用 夯 数 (由 例 1) 

w= 23+1 
把 Gs 保 角 地 有 上映 为 上 千 平 面 乙 〈 图 8-11(e))。 复 合 上 述 各 了 画 数 得 
到 ， 阔 数 


拒 G 保 角 地 陕 为 上 御 在 面 代 . 

例 3 将 几 周 | z = 1 和 | z 一 11= 5/2 所 范围 的 域 G( 图 8-12) 
伯 骨 地 上 映 为 圆 环 1< |wl < 人 上 人. 

首先 求 出 关于 圆周 |z1=1 和 | z-1j=5/2 都 对 称 的 两 点 
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z1，22. 因为 这 两 个 圆 的 网 
心 都 在 实 轴 上 , 所 以 zzs 
两 点 也 在 实 轴 上 . 按照 关 
于 圆周 两 点 对 称 的 定义 ， 


2t2o 二 | ， 
《之 一 12)(2>o 一 工 ) 
sy 
-(2) 


由 此 解 出 z) = -1/4，zz= -4. 根据 §2 的 公式 (10)， 品 周 | z |=1 
的 圆心 


由 此 得 到 k= 


， i， 所 以 单位 贺 周 1z 1= 1 可 以 写成 | /42 


之 十 4 


= 过. 同 理 国 局 |z 一 11= 到 可 以 写成 | 2 人 |= 二 因 
此 分 式 线性 变换 

1 
ZT ;0 42 十 1 
Zd 十 并 本 之 十 4 
将 贺 周 | z | = 1 映 为 辑 周 1|w 1= 1 ， 吧 周 |1z 一 11= 5/2 了 映 为 圆周 
Iw|l =2， 将 G 保 角 地 映 为 圆 环 1 < |wl <2. 

以 上 是 把 z| 变 为 原点 ， 把 zs 变 为 eo。 我 们 也 可 以 把 z, 变 为 原 
点 ， 把 zj 变 为 oo (Bz, = ~ 4,， Za 三 ~ 1/4)， 则 所 求 的 变换 为 


w= 4 


e' "(0 是 一 实 常 数 ) 
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这 时 圆周 | z 1= 1 变 为 圆周 | w |= 2， 贺 周 | z-11= 5/2 变 为 圆周 


|w |=1., 


和 +- 和 5-= 1 的 外 部 保 角 地 贞 为 单位 贺 的 外 


例 4 将 椭圆 全 


我 们 可 以 利用 癸 可 夫 斯 基 顶 数 ， 首 先 用 线性 变换 


1 
= 一 一 之 
‘ 3 


殷 梯 贺 的 焦点 变 为 土 1。 楷 圆 - 苦 - + -35- = 1 变 为 酉 加 


一 
(人 

它 的 焦点 在 5 = 士 1. 我 们 已 知 

(1 二) 


将 |o 1=r (Cr>1) 的 外 部 映 为 椭 贺 


-1 
到 EC 本 

的 外 部 ， 所 以 若 分 
庆生 二 玫 直 -和 


那么 由 此 得 到 r= 3， 即 上 = 了 (oa + -二 ) 反 | o 1= 3 的 外 部 保 角 


地 瞻 为 精 贺 
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2 


£2 12 
一 一 -一 一 一 一 十 -一 一 一 一 二 1 
5 \? 4 \” 
(3) (3) 
的 外 部 。 反 画 数 w=E+1 吾 2T ( 它 的 一 个 分 支 ) 把 这 个 椭 贺 
的 外 部 保 角 地 映 为 贺 周 | o | = 3 的 外 部 。 于 是 画 数 


Vr 


把 本 图 -+ -和 -= 


732-1 的 外 部 保 角 地 映 为 | w 1= 1 的 外 部 、 


例 5 将 圆 | z--1|<2 和 圆 |z+1|<2 的 公共 部 分 G (图 
8-13(a)) 保 角 地 映 为 上 侍 下 面 . 
癌 周 | z - 1 |= 2 和 圆周 | z + 11= 2 的 交点 是 z= 士 1 3i 。 用 
z- z- 31 
z+ 31i 
将 圆周 1|z-11=2 变 为 直线 工 ;,， 圆 周 | z + 1 |= 2 变 为 直线 Ls,, 将 
G 保 角 地 变 为 角 域 C (图 8-13(b))。 


G2 


《2) 


图 8-13 
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作 旋 转变 换 


它 将 G, 变 为 角 域 Ga:0<argwo<<2xr/3 (图 8-13(c))。 最 后 ， 用 寡 
耻 数 


| 


一 一 -一 


2 


II 二 0 
将 Gs; 保 角 地 变 为 上 什 平 面 ， 复合 上 述 各 函数 ， 得 到 
_ /2-3i b 
人 ) 


将 C@ 保 角 地 上 映 为 上 个 平面 
一 般 地 莘 ， 对 于 图 8-14 所 
示 的 由 两 圆 骂 〈 夹 角 a>>0) 所 
范围 的 月 牙 形 ， 我 们 可 用 分 式 
线性 变换 (lz - az - 6) 及 知 了 茵 a 


数 将 它 保 角 地 映 为 上 秆 平面 . 图 8-14 
例 6 将 单位 圆 | z |<1 内 去 掉 [1/2,1) 的 域 G 图 8-15(a)) 
保 角 地 喘 为 上 中 平面 . 
先 作 分 式 线性 变换 
_ “ 2 _ 2z~1 
e = 1 2—z? 
上 一 一 -一 过 
2 


把 G 保 角 地 映 为 单位 图 内 除去 线段 [0 ,1) 的 域 G1( 图 8-15(b))。 然 

后 作 颁 式 变换 z 
w= £, 

把 Gi 映 为 上 和 折 单 位 加 G。( 图 8-15(c))。 再 作 变 换 
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把 上 定单 位 园 G* 保 角 地 变 为 第 一 象限 Cs( 图 8-15(d))， 最 后 ， 变 
换 


w= 1 
把 Gs 保 角 地 映 为 上 人 和牛 王 面 癸 (图 8-15(e)). 复合 这 些 变 换 ， 得 到 
] 二 22—1 
2 一 之 


(a) (b) (Cc) 

人 (1 

(1) 6, 

H 

Do 

人 0) BCco) CC 一 了 D0) A(i1) 了 (oo) 

Cd) ce) 
图 8-15 


注意 ,我 们 可 以 用 储 可 夫 斯 基 画 数 将 G1 或 Gs 变 为 例 1 中 GG, 闭 
样 的 域 ， 然 后 骨 变 为 上 半 盏 面 . 
我 们 也 可 以 采用 以 下 步骤 先 作 变 换 


把 G 映 为 在 年 平面 上 除去 线 眉 (0,173] 的 域 G1 (图 8-16(a))， 然 
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后 作 变 的 
w= 62, 
把 Gi, 变 为 G;( 图 8-16(b)). 最 后 作 变 换 
太 =1 % -一 , 
把 Gs 变 为 上 人 牛 平 面 瑟 (图 8-16(c)). 复合 这 些 变换 ， 得 到 
WV 2 
3(1+2z) 
把 G 保 角 地 映 为 上 持平 面 . 
我 们 用 两 种 不 同 的 方法 实现 C 到 瓦 的 共 形 了 映照 。 这 函 个 映照 
只 相差 一 个 上 审 平 面 到 上 舍 平 面 的 分 式 线 性 变换 . 这 个 变换 把 实 
轴 变 为 实 轴 ， 实 轴 上 的 1;% ,一 1 分 别 变 为 0,1/3, 吕 .由 上 节 (15) 
式 ， 这 个 变换 是 


1 (2z 一 1)(z 一 2)， 


py 


BOI™A(C1/3> CCeo) 一 了 0 ACl1/9) Cl(co) A(O0) BC1/3) CCco) 


Cb) (cy - 


图 8-16 
如 果 我 们 将 前 一 变换 
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代入 上 式 就 得 到 后 一 个 变换 


= - - 
WY (2-1)(2-2). 


例 7 将 2 平面 上 除去 线段 ~a 所 x 二 gq，y= 0 及 -a 所 yy 所 a， 
x= 0 的 域 G (图 8-17(a)) 保 角 地 有 映 为 单位 圆 外 . 

设 G 在 上 牛 平 面 和 下 盾 平 面 的 部 分 分 别 是 D,D’， 在 实 轴 上 
x>a， 和 x 之 ~ a 的 部 分 分 别 为 S$,，,S,;， 由 例 1 ， 画 数 


1 
6 = -一 fz +a 
1 20a 


(一 个 分 支 ) 把 D 保 角 地 里 为 上 持平 面 Di. 把 S$S,;,S; 分 别 映 为 7,， 
了 TT,， 这 里 ，7 分 别 是 实 轴 上 的 (1, + co0) 和 (-co,- 1) (图 8-17 


图 8-17 


《b)). 不 难看 出 , 当 点 z 从 DD 内 趋 于 5 ,或 ?: 上 的 点 时 ， 点 4 从 刀 , 内 
相应 地 趋 于 九 ,或 了 上 的 点 ， 旭 上述 函数 连续 到 边界 > ,和 3S。 上 ， 
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且 ,与 1 上 的 点 是 一 一 对 应 的 ;9 :与 了, 上 的 点 是 一 一 对 应 的 . 

由 对 称 原理 ,我 们 得 到 画 数 5 = h(z) 满 足以 下 两 个 条 件 ，1) hh(2z) 
在 域 DUD’US;US; 内 单 叶 解析 ,并 且 把 这 个 域 共 形 映 照 为 平面 
上 除去 实 轴 上 的 线段 [-1,1] 的 域 了 = D,UD,’UTI,UT,， 这 里 


D1! 是 下 华 平 面 2) 在 D 内 ,hz)= -二 -W zsras ， 
1 2a 
最 后 ， 利 用 傍 可 夫 斯 基 画 数 的 肥 画 数 
w=op(E) -Er+W El 


(一 个 分 支 ) 把 互 共 形 上 映照 为 单位 圆 外 ， 于 是 复合 巩 数 
w= pm(h(z)) 
把 G 共 形 上 映照 为 单位 圆 外 iw | 之 1. 
二 题 

1。 求 出 将 偏心 留 环 | z-3 |>9，| z-8 |<<16 映 为 同心 贺 环 
iw | 之 1 的 分 式 线性 交换 ， 问 z 
R=? 

2。 试 将 图 8-18 所 示 的 域 DD 共 
形 上 映照 为 同心 圆 环 p< 过 | w |<1, 霸 
且 证 明 


“林村 


图 8-18 
3。 话 将 柄 图 4x: +5y2 = 20 的 内 部 除去 y= 0 ，- 1 和 x< 和 1 
的 域 共 形 映照 为 圆 环 1<iw | 之 p, 求 出 p 的 值 ， 
4. 试 将 椭圆 环 2 5 之 |z-2 |+|z+21 之 6 共 形 映照 为 图 
玉民 ,< 了 <R， 求 凡 /PR 的 值 ， 
5。 试 将 图 8-19 所 示 的 域 D 共 形 有 映照 为 上 牛 下 面 . 
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(1) (2) 


(3) (4) 


图 8-19 


Cbp<a) 


图 8-19 
6. 试 将 图 8-20 所 示 的 域 D 共 形 上 映照 为 单位 圆 . 
(1) (2) (3) 
1/2 
D 
A 
(0<a<2n) 0 —1/4 
—1/2 
0< 一 >0 0< >0 
图 8-20 


7。 试 将 图 8-21 所 示 的 域 DD 共 形 映照 为 单位 贺 外 ， 


图 8-21 
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(5) 


图 8-21 


《4 Riemann 存在 定理 与 边界 对 应 


1。 Montel 定 理 


设 函 数 序列 f,(z)(n=1,2,3,…) 定义 在 域 DD 内. 若 对 于 D 
内 的 任意 有 界 闭 域 d ，f,(z) 在 d 上 是 一 致 有 界 的 ， 即 存 在 一 正 
数 M (与 d 有 关 ) ， 使 得 | f ,(2) | 志 MM 在 d 上 对 于 一 切 nn 成 立 ， 
则 称 f (2) 在 如 内 闭 一 致 有 界 . 显然 ， 它 弱 于 三,(z) 在 万 内 一 - 致 有 
界 . 

定理 ] 若 1) 函数 序列 f,(z2) (n=1,2,3,…) 在 域 DD 内 解 
析 ， 在 DD 内 闭 一 致 有 界 ; 2) 点 集 4 在 DD 内 稠密 ，f .(z) 在 4 上 收 
你 ， 则 上 矿 (z) 在 已 内 闭 一 致 收敛 . 

证 明 设 d 是 D 内 任 一 有 界 闭 域 ，p 是 d 与 刀 的 边界 的 距离 . 
又 设 慷 = {z: d(2z,d ) < 委 p/2}， 显 然 五 是 有 界 闭 域 ，d CECD. 
由 假定 1) 知道 ，/,(z) 在 下 上 一 致 有 界 ，| jz)j 委 M .， 设 点 z)， 


z;Ed, H|z,-2, <; ?是 圆周 | 5-z |1= p/2， 显然 ，? 的 
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业 1 态 


内 部 属于 五. 由 Cauchy 公 式 得 到 


fz -faa)=| sr |, Ce) ge 工 f (6) qe | 


《一 之 | IA CC 一 之 


f (2) 
,cE ad 


1 

= 3 | 2 2 ,| 
因为 当 上 在 ?7 上 时 ， 
1 6-z，|=| (C6~21)—- (2 ~ 21) || E -2z11-|2,~2, |> 玫 -， 


所 以 


_ 1 MM .Pp 
| f.(21) f(z22)|< p p 2 开 2 


一 一 一 一 一 一 一 一 
名 


2 4 


° lz; ~ 2, | 


= 2- |, 


于 是 ， 对 于 任 给 > 0 ,着 取 6= min( CCC )， 那么 当 z1，z， 


Ed, 且 | 21-z， |<0 时 ， 对 于 任意 的 2?， 有 
| f.(21)- ff.(2,) |<e C18) 
( 称 f .(z) 在 d 上 等 度 连 续 ). 
在 z 在 面 上 作 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 网 眼 ， 其 边 长 为 6/2 
(图 8-22)， 由 于 d 是 有 界 闭 域 ， 所 以 含有 d 的 点 的 网 有 眼 是 有 穷 
多 个 ， 设 它们 是 d,,d,，…,d,. 在 每 一 个 d, 上 的 任意 两 点 z1， 


z:， 有 | zi-zs |<WVZ.- 人 <6. 由 于 A 在 D 内 是 稠密 的 ， 所 以 在 
每 一 个 d， (1 夺 hp) 上 必 有 4 的 一 点 2，f/,(2) 在 点 zx 处 是 收 


敛 的 . 因此 ， 存 在 正 整 数 N， 使 得 当 m,n>N 时 ， 对 于 所 有 的 z， 
(1 委 R& 委 2)， 有 
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图 8-22 


| f .2.)-f,(2,) [|<e. 


现在 设 z 是 4 上 的 任意 一 点 ， 它 必 属 于 某 一 个 d. 由 (18) 式 ， 对 
任意 的 m,n， 有 
1 f .C2)— .C2,) |<e, | fn(2)— f(z2,) |<e, 
于 是 当 m,n 这 入 时， 有 
| fC2)— fa (2) | fC2)— fC25) |+t| fC2.)— f(z,) | 
+| (zi)- fn(z2) |<3e. 


由 于 入 只 与 有关 ， 与 z 无 关 ， 所 以 f,(z) 在 d 上 一 致 收敛 . 故 
f.(z) 在 D 内 闭 一 致 收敛 ,定理 证 毕 . 
: 定理 2 (Montel》 若 函数 序列 ff,(z) (mw=1,2,3,-…) 在 域 DD 
内 解析 ， 并 且 在 总 内 闭 一 致 有 界 ， 则 必 有 上 六 (>z) 的 子 序列 六 (z) 
(k=1,2,3,…)》 在 娓 内 闭 一 致 收敛 ， 
由 Weierstrass 定 理 ， 这 个 子 序列 的 极限 郑 数 在 书 内 解析 . 
证 明 ” 设 及 是 已 内 所 有 的 有 理 点 《如实 部 和 虚 部 都 是 有 青 数 
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的 点 ) 作 成 的 点 集 ， 尺 在 万 内 是 稠密 的 。 R 是 可 列 点 集 ， 记 作 z1， 
zz，2z3，"…。 由 定理 1， 我 们 只 要 从 f(z) (n= 1,2,3，,…) 中 选 一 
个 在 点 z1;,z2,23，… 处 政 敛 的 子 序 列 ， 因 为 f, (21) (n=1,2,3， 
…) 是 有 界 的 ， 而 无 窃 有 界 序列 至 少 有 一 个 极限 点 (第 二 章 $ 1 
的 Bolzano-Weierstrass 定 理 )， 所 以 有 jf,(z) (n=1,2,3,…) 的 
于 序列 


9 1: fr1’' (2), frl’ (2), *°, 
它 在 点 z = z1 是 收 伊 的. 同 理 ，f 547(z)(h=1,2,3，…) 在 点 2 = z， 
是 有 界 的 , 所 以 从 S, 中 可 选 出 子 序 列 
SF (z) f 2)(2),-.., 


它 在 点 z = 2 是 收敛 的 (当然 :在 点 = = 21 也 是 收敛 的 )。 一 般 地 ， 
从 >，- 1 中 可 选 出 于 序列 


S,: fi (Cz), 2 (Z)》 
它 在 z = 2z,,z:，…,2。 是 收 全 的 . 如 此 继续 下 去 得 到 一 串 责 数 序列 
f «1 (2), fr (2z), “sy fs (2),--- 
f 5620C2), f 12) (2), oe, fst (C2), 


Lo (19) 


站 


其 中 后 一 个 序列 是 前 一 个 序列 的 子 序列 ， 第 p 个 序 列 在 氮 z0 
2 2p 是 收 伍 的 . 现在 我 们 取 “对 角 线 序列 ” 如 下 
f 4 (2), f "7 (2), 机 了 《2 (20) 
那么 ， 它 在 点 2 = 2。 (R=1,2,3,.°) 是 收敛 的 ， 这 是 办 为 对 于 任 
意 一 个 z2,， 序 列 (20) 从 p 项 起 是 (19) 中 第 p 个 序列 的 于 序列 。 由 
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定理 1 知 ， 序 列 (20) 在 已 内 闭 一 臻 收敛 ,定理 证 毕 . 


2.。 Riemann 存 在 定理 


在 $1 里 我 们 证 明了 一 个 解析 扼 数 把 域 映 为 另 一 个 域 ， 并 且 
如 果 这 个 隙 数 是 单 叶 的 ， 那 么 它 是 保 角 的 。 在 第 二 章 我 们 人 镶 经 研 
究 过 一 些 初 等 画 数 所 构成 的 共 形 映照 。 但 是 ， 作 为 共 形 映照 理论 
的 茜 本 问题 是 这 个 问题 的 反 间 题 ， 即 给 定 两 个 域 D 和 G， 是 否 存 
在 一 个 单 叶 解析 函数 把 D 保 和 角 地 上 爱 为 G? 

如 果 了 DD 是 单 连通 域 ，w = f(z) 是 万 内 任意 一 个 单 叶 解析 画 
数 ， 那 么 广 妨 ) 也 是 单 连通 域 。 事实 上 ， 设 矿 是 f(D) 内 的 任意 可 
求 长 简单 闭 曲 线 。f(z) 的 反而 数 z = g(w) 把 厂 映 为 D 内 的 可 求 长 
的 简单 闭 曲 线 ?. D 是 单 连 通 域 ,? 的 内 部 属于 D. f(z) 将 7 上 映 为 
(了 ) 内 的 厂 。 由 边界 对 应 原理 ，w= f(z) 将 7 的 内 部 上 映 为 矿 的 内 
部 ， 所 以 本 的 内 部 属于 f(D)， 故 1(D) 是 单 连通 域 ， 

下 面 我 们 只 限 孝 虑 两 个 单 连 通 域 之 间 的 共 形 映照 ,不 失 一 般 
人 性， 我 们 可 以 设 其 中 的 一 个 是 以 原点 为 圆心 的 单位 网 事实 上 ， 
如 果 任 意 一 个 单 连 通 域 可 以 共 形 映照 为 单位 贺 ， 那 么 任意 两 个 单 
连通 域 就 可 以 互 为 共 形 有 映照， 因为 根据 $ 1 的 定理 3， 共 形 映照 的 
逆 上 映照 也 是 共 形 上 映照. 但 是 ,， 若 已 是 有 宅 复 平面 C， 显 然 不 可 能 将 
它 共 形 映照 为 单位 圆 ， 这 是 一 种 例外 情形 .事实 上， 如果 有 这 样 
的 共 形 映照 w= f(z) 存 在 ， 那 么 | f(z) | 之 1 .由 Liouville 定 理 ， 
f(z) 必 是 常数 .因而 它 就 不 可 能 把 C 共 形 映照 为 单位 加 和 w |< 之 1. 

定理 3(Riemann) 若 刀 是 > 平面 上 的 单 连 通 域 ， 且 不 是 有 
穷 复 不 面 C，2z6 是 D 内 一 点 ， 0 是 一 实数 ( 0 4 < 之 27)， 则 存在 
一 个 画 数 w= f(z)， 满 足以 下 条 件 

1) w= f(z) 在 D 内 单 叶 解析 ， 它 把 D 保 角 地 上 映 为 单位 
Iwl<1, 肌 f(z0)= 0 

2) argf’(z0)=0,. 
这 样 的 画 数 1(z) 是 唯一 的 。 
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容易 看 出 ， 仅 仅 满 足 条 件 1) 的 函数 岂 = f(z) 不 是 唯一 的 ， 
因 若 w = f(z) 满足 条 件 1)， 那 么 w=e'“f(z) 也 满足 条 件 1)， 这 
里 a 是 任意 实数 .条 件 2) 在 于 保证 函数 1(2) 的 唯一 性 .由 字数 幅 角 
的 几何 意义 ， 条 件 2) 表 示 ， 如 果 Y 是 一 曲线 ， 它 过 点 ze 且 与 平行 
于 实 轴 的 射线 zo。x 的 夹 角 为 -0。， 那 么 w= f(z) 将 7? 上映 为 过 点 
w= 0， 且 与 实 轴 Ow 相 切 的 曲线 厂 (图 8-23). 不 失 一 般 性 ， 我 
们 可 以 假定 9。= 0 . 事实 上 ， 若 f(z) 在 DD 内 单 叶 解析 ， 把 D 保 和 角 
地 映 为 单位 圆 |w| 过 <1， 大 有 和 且 f(zo)= 0，j8(zo) 之 0， 那 么 ww 
=e' of(z) 就 满足 定理 3 中 的 条 件 1) 与 2). 


图 8-23 


定理 3 的 证 明 存在 性 的 证 明 分 以 下 三 个 步 又 . 

1) 证 明 存 在 忆 内 的 单 叶 解 析 函 数 上 =92(z)， 把 D 保 角 地 映 
为 位 于 单位 圆 | E | 之 1 内 的 单 连通 感 C， 且 wp(zo)= 0 . 

首先 ， 我 们 注意 到 存在 点 a 六 co6，a 不 属于 DD， 因 若 仅 有 % 不 


属于 刀 ， 那 么 万 =C， 这 与 假设 不 符 。 取 多 值 画 数 Mz ~ a 的 一 个 
分 支 


9(2) = IAA 之 一 G， (21) 


它 在 D 内 解析 。 浴 2， ,2 > 是 已 内 的 两 点 ， 使 得 
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ozi)=g02)， 即 Ia =1 zs 二 a， 
上 式 平方 后 得 到 z, = z*。 因 此 9(z) 把 已 单 叶 地 变 为 已 ， 
此 外 ， 若 点 xzE 巨 ， 则 - xE 巨 . 事实 上 ，, 若 不 然 ，- uwEE, 则 
uu=1 21-a,， -WUu=12,~a,， 
其 中 >,,z: 是 已 内 的 两 点 、 同 样 ， 两 式 平 方 后 得 到 z,， = z,。 于 是 4 
= 一 4 u= 0， 这 是 不 可 能 的 ， 因为 9(z)s (0 . 

由 于 所 是 一 开 集 , 扩 以 存在 点 9(zo) 的 邻 域 属于 已 。 假 讽 闭 圆 
i- g(z0o) | 委 r 属 于 已 。 按 上 面 证 明 的 事实 ， 闭 圆 | x+ 9(zo 儿 魏 r 
完全 不 属于 下， 即 点 -= 9(zo) 是 已 的 外 上 点， 圆周 | w+ 9(zo) | = 在 
的 外 部 。 因 此 | g (z)+ g(z6o) | 之 r。 特别 地 ，2| 9g (z6) | 之 r， 
现今 


2 92) 920) D2 
= 9(2) 4 g(z0)| gC(2)+g(20) (22) 


显然 p(zo) = 0 ， (2z) 在 DD 内 单 叶 解析 ， 且 


] 2 | 


| 9 (2) |=— 一 一- 一- 一 一 一 一 一 一 
g(20) gz 十 GZ0) 


4 


r 1 2 
< ( gzo) | [gcz) Ea) 
r 2 2 VV 
< 了) 1. 
所 以 pg(z) 把 D 保 角 地 上 映 为 单位 圆 内 的 域 G， 
2) ”考虑 以 下 极 值 问题 ， 设 94 是 满足 下 波 条 件 的 画 数 族 
4p(6)}: (6) 在 域 G 内 单 叶 解 析 ，| (6) | 之 1, (0)=0，yw (0) 
0， 


1 是非 空 的 ， 因 为 $(6) = he (0 之 h 志 1) 属于 907 . 以 下 证明 
在 4 中 存在 一 画 数 %o(c)， 使 得 9 00) 在 9 中 为 最 大 ， 即 对 于 JW 
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中 的 任意 沙 数 y(6)， 有 5(0) 之 Ww'(0)。 因 为 点 6 = 0 属于 G， 所 
以 存在 一 圆 | 6 |<r 属 于 CG. 根据 Sechwarz 引 理 ， 对 于 9% 中 的 任 一 
函数 %(e)， 有 


0 <y 00)<—o. 


说 
A=supy’(0), yy(EIEM. 
因为 商 数 5(E) =CEE9N， 所 以 14 宇 1， 由 上 确 界 的 性 质 ， 存 在 一 问 
数 序列 yw,(6)E9M (n=1,2,3,…)， 使 得 
limyp.( 0 )=4., (23) 


因为 按照 0 的 定义 我 们 知道 W, (6) 在 G 内 一 致 有 界 
| $6) 1， 
所 以 根据 Montel 定 理 ， 从 y,(5) 可 选 出 子 序列 p，,(E) (k=1,2,3， 


…)， 它 在 G 内 闭 一 致 收 伍 到 yo (56)， 由 Weierstrass 定 理 ,， yo (5) 
在 C 内 解析 ， 且 


limy,,(0)= wo6(0). 


由 (23) 式 ， 得 到 

yi(0)=4. (24) 
此 人 外， 显然 有 《0) = 0，| wo(6) |I 委 1， 但 是 和 根据 最 大 模 床 理 ， 
后 一 式 在 CG 内 不 能 取 等 号 ， 即 在 C 内 ，| go(6) |<1， 最 后 由 第 五 
全 § 2 的 定理 6，Wo(6) 在 G 内 单 叶 ， 因 此 Yo(E)E9N. 

3) ”证 明 w= Vo(6) 把 G 映 为 单位 贺 | w [< 之 1. 

设 yo(6) 把 G 映 为 位 于 单位 圆 内 的 单 连通 域 4.d 包含 原点 由 
= 0. 若 d 不 是 单位 贺 ， 则 在 单位 圆 | w | 之 1 内 必 有 一 点 Ed. 
下 面 我 们 将 得 出 一 个 矛盾 ， 

作 分 式 线性 变换 
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t= (WwW) = f1(0)=1-|lwE, 


它 把 d 映 为 单位 圆 内 的 单 连通 域 d,， 把 @ 映 为 原点 t= 0， 司 负 
= 0 映 为 d | 内 的 点 fo = -wm ,所 以 d 不 包含 原点 1= 0 ， 然后 函数 


T=f,D)=V +t, (tb = 
《一 个 分 支 ) 把 aq 保 角 地 了 配 为 单位 圆 内 的 单 连 通 域 a: ,qd :不 包 合 
原点 ， 但 包含 点 7。= Wt。. 最 后 ， 画 数 


T,。 ,TT-T, 
[To .77 


r=f3(7)= 


, 了 

fT) ry 
把 d 保 角 地 映 为 单位 圆 内 的 单 连通 域 ， 把 点 了 ,机 为 原点 r= 0， 
于 是 go(e) 与 万 ， 廊 , 太 的 复合 函数 

T=7T(6) 
在 G 内 单 叶 解 析 ， 且 r(0) = 0，1r(e) | 之 1， 所 以 r (E)E9m. 但 
是 另 一 方面 ， 
5’(0)= f(T 0)f s(t0)f 1 0) p600) 
1 


一 2 
TT -I To ED 二 天 ‘(1-| @ |?) .$800) 


= 1+o| ,yo0) Sy0). 


这 就 发 生 矛 盾 。 因 此 ， 画 数 yo(6) 把 G 保 角 地 上 映 为 单位 圆 , 现在， 
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国 数 
w= f(2)=e yo (p22)), a=argyh’ (2,), 

束 把 DD 保 角 地 有 映 为 单位 圆 |w | 之 1,， 且 f(z0)= 0,， f(z0)>0, 

唯一 性 . 假如 还 有 男 一 个 函数 1(z) 也 满足 定理 的 条 件 1) 与 
2)， 那 么 ， 画 数 

hl(w)= fifi'(w)] 

把 单位 加 i w | 之 1 保 角 地 上 映 为 单位 圆 . 因此 h(z〉 是 分 式 线性 变 
换 


ig 也 一 人 
h(w)=e [一 末了 
($2 的 习题 15)。 由 于 h(0)= 0，h’(0) 之 0， 所 从 h(w)=w， 
即 f1(z) = f(z)， 定理 证 毕 ， 
大 1(z) 是 满足 Riemann 定 理 条 件 的 函数 ， 即 f(z) 把 单 连通 
域 D 保 角 地 上 映 为 单位 圆 |w|<1, 且 f(z0)= 0, f(z0)>0， 
那么 


_ f(z) 
F(z) f(z0) 


把 DD 保 角 地 映 为 贺 | w | 之 R. 月 满足 条 件 
F(zo0)=0, 下 (zy)= 1 。 
数 玉 = 1/f (zo) 称 为 域 D 在 点 zo 的 映照 牛 径 ， 


5。 边界 对 应 


在 上 一 段 的 Riemann 定 理 中 ， 说 的 是 能 够 建立 起 单 连通 域 D 
内 的 点 与 单位 圆 内 的 点 的 一 个 一 一 对 应 ， 没 有 涉及 域 的 边界 对 应 
情 隐 。 一般 谨 来 ， 一 个 域 的 边界 可 能 出 现 很 复杂 的 情形 . 我 们 仅 
限于 简单 闭 曲 线 所 范围 的 域 来 证 明 下 述 边 界 对 应 定理 ， 
定理 4 ” 设 刀 是 由 一 条 简单 闭 曲 线 三 所 范围 的 域 ， 若 画 数 w = 
f(z) 在 DD 内 单 叶 解析 ， 将 D 映 为 单位 圆 | w |< 1 ,， 则 f(z) 可 扩充 
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到 厂 上 ， 使 得 f(z) 在 闭 域 D 上 连续 ,并且 建立 起 夏 上 的 点 与 贸 周 
|w1= 1 上 的 点 的 一 个 一 一 对 应 ， 

证 明 1) 首先 证 明 画 数 1(z) 在 域 D 内 一 致 连续 . 和 假定 f(z) 
在 DD 内 不 一 致 连 续 ， 则 存在 某 一 正 数 s。 及 了 D 内 的 两 点 列 z! ,2% 
(n=1,2,3,…) ， 使 得 


| 21— 2 < | f(z21)- f(z2") |Se, 


(n=]1,2,3,.…), 
因为 序列 QZ (n= 1,2,3,，…) 是 有 界 的 ， 所 以 有 它 的 一 个 子 序 列 


zs，(R= 1 2 3，…) 收 敛 到 一 点 Z， 又 因为 


Ed 


| z4 —2%, |>0 (RkR—> oo ), 


所 以 z%，(R=1,2,3,…) 也 收敛 到 同一 点 Z .为 简单 起 见 ，z4 ， 
”2%, 仍 记 作 zs，z“. 于 是 有 
z/—>72， ZI (n>o), 
| f(z2’)- f(z”) |2e,. 
点 4 必 是 广 上 的 一 点 。 因 为 若 Z4 是 总 内 的 一 点 ， 则 当 n-> co 时 ， 
| jz fz) |> If(2)-f1(2)1= 0. 
这 与 | f(z;) - f(z%) | 人 8eo 相 了 矛盾. 
设 w = 了 (z4)，w%= f(z%)。， 由 于 w，ws 的 有 界 性 ， 与 上 
述 选 取 zzx 的 子 序列 一 样 ， 我 们 可 以 设 ww!>W'，ws 一 WV 
(一 co)。 于 是 我 们 有 
|W’' -WY’" |>e,, 
并 且 玉 '， 了 VY” 一 定 是 圆周 | VY [|= 1 上 的 两 点 , 事实 上 ， 如 果 玩 
或 所 “位 于 [wj < 之 1 内， 那么 由 
Za= JIWi), 2%= 09(ws) 


(g(w) 是 w= f(z) 的 有 反 茵 数 )， 全 n>， 得 到 Z = 9( 开 7) 或 QZ = 
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9(W”)， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 2 是 六 上 的 后 。 
作 一 条 连续 曲线 ? ， 连 接点 Z 与 D 内 的 一 点 2。 ,使 得 除 Z 点 外 ， 
Y 全 在 D 内 (由 于 人 是 简单 闭 曲线 ， 这 是 可 能 的 ;在 单位 加 内 取 


两 点 ww1,w,， 使 得 线段 岂 1w! 与 ww’ 的 距离 大 于 eo/2. 设 

z= g(w1), 2,=g(w,). . 
以 2 为 中 心 ，” 为 千 径 作 贺 周 C.， 使 得 点 zo 在 其 外 部 〈 图 8-21). 
当 点 从 Z 座 ?运动 时 ， 首 次 遇 到 C, 上 的 点 z2*， 然 后 从 z* 出 发 分 别 


沿 C, 的 两 个 方向 运动 ， 首 次 遇 到 厂 上 的 两 点 Z,, Z,. 图 弧 Z1Z， 
除 两 端点 外 都 属于 DD. 圆 弧 Z,Z ,与 厂 上 包含 Z 的 那 部 分 围 成 的 域 
记 作 万 ,， 当 y 去 分 小 时 ， 点 z, ,2, 在 DD, 的 外 部 ， 设 线段 w1w7， 
wzw? 在 DD 内 的 原 像 是 ?,，,?，. 当 n 充分 大 时 ， 点 2;,z“ 属 于 DD,， 
?41,7 与 圆 弧 Z12;, 的 交点 分 别 为 61 ,5 于 是 我 们 有 


En _ 《2 // 
多 ff ,fad 


Iwl=1 


图 8-24 
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-| f’(Z+re'’*)rie'*agd 
0 1 


</ :| fC(Z+re'®) ldb。 
由 数学 分 析 中 的 Schwarz 不 等 式 ， 


2 
26 <| 三: ;|f (Ztre'e)) a0\ 
9 1 


<2r| rz |f’ CZ +re'®) ld0, 
0 1 
£3 < 2 | r 1F"(Z +reee) 12dg。 
dr 0 1 
不 等 式 两 边 从 p 到 尽 对 > 积分， 得 到 


全 log 2 farf 7 |f’(Z +re'') ld0 


< zz ff |f’(z) Pdo< 27r’. 
DR 
所 以 
人 log am?, 


倒 p 玉 0， 左 边 趋 于 无 窍 ， 所 以 得 到 一 -了 矛盾。 这 便 证 明了 f(z) 在 
内 一 致 连续 ， 
2) ”由 于 f(z) 在 D 内 一 致 连续， 便 可 给 出 画 数 f(z) 在 边界 
上 上 的 值 . 我 们 证 明 ， 若 Z 是 厂 上 的 任意 一 点 ， 则 
lim f(z) 


£ ED 
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存在 且 有 穷 ， 事实 上 ， 对 于 任意 s>0， 因 上 太 z) 在 娘 内 一 致 连续 ， 
所 以 可 得 到 一 正 数 6 之 0， 使 得 对 于 了 DD 内 的 任意 两 点 21，22， 只 要 
|z1 一 zs| 0， 就 有 

|f (21) - f(z,)| <e. 
0 


因此 , 当 |z1 -Z|<< 2 


ma- Z1< 时 ,| f(z) f(z)1<e. 


根据 Cauehy 判 别 污 ， 上 远 极 限 存在 且 有 穷 ， 
在 边 寞 上 上， 定义 


f(2Z)=1im f(z). 
;28 
设 e: 和 oc 是 上 述 正 数 ， 而 Z1,Zs 是 三 上 的 两 点 ， 满 足 条 件 
1Z1- Zs<. 


在 已 内 取 两 点 zi yo, 使 得 


ia ZJ<- 二 1f(zD -AZDI<- 
0 £ 
|z2,.— Ls1< (f(z22) 14) 1 < 
这 时 点 z1, 2 满足 条 件 


|z1 ~ 22ol 寺 |z1 -21| +|12-2。|+1|12 -2,1<6, 
所 以 
|f(z21)- f(z2)|<e. 


因此， 当 1Z1- Zs 之 时， 


<|f(L)- fz)) + 1f (2)— f(z,)| 
+ |f(z,)- f(Z,)| 
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2 它 
一 e+ 一 =28 
和- 2 22， 


所 以 (2Z ) 在 大 上 一 致 连续 .由 此 可 知 w = 了 f(z) 在 D 上 一 致 连续 . 
若是 厂 上 的 一 点 ， 那 么 WY = f(Z ) 必 是 圆周 | 玉 | = 1 上 的 一 点 ， 
因为 大 玉 是 |w|< 之 1 内 的 一 点 ， 则 g(w) 把 它 映 为 D 内 的 一 点 ， 
同 理 , 画 数 9(w) 在 单位 加 | 过 1 内 一 致 连续 ， 对 于 圆周 | 矿 | 
= 1 上 的 任意 一 点 矿 ， 极 限 
lim g(w) (|w|< 之 1) 


存在 旦 有 穷 . 然后 ， 在 圆周 | 矿 | = 1 上 定义 
g WW ) = lim gw) (lwl<1). 


于 是 g( 包 ) 在 |w| 夺 1 上 连续 ， 且 当 玉 是 圆周 | 矿 | = 1 上 的 一 点 时 ， 
2=9( 形 ) 是 六 上 的 一 点 .因为 对 于 六 上 的 点 Z， 对 应 的 点 丈 = 
帮 (2 ) 在 单位 图 周 上 .反之 ， 和 单位 贺 周 上 的 点 克 相对 应 的 点 Z 
= 9( 太 ) 在 三 上 。 所 以 矿 上 的 点 与 单位 圆周 上 的 点 是 一 一 对 应 的 ， 
定理 证 毕 . 
习 题 

1。 襄 忆 和 CC 是 两 个 眠 形 . 证 明 存 在 忆 到 C 的 共 形 映照， 使 其 
D 和 G 的 顶点 相互 对 应 ， 其 充 要 条 件 是 D 和 G 的 对 应 边 的 边 长 成 
比例 ， 

2. 求 下 列 域 忆 在 指定 点 zo 的 映照 牛 径 : 

(1) D, |z|<R, zo0=a (lal<R); 

(2) DD. lmz >0, zo0= hi (h>0). 

3。 设 D 是 单 连 通 域 , DC,， z,。ED，d，&k 分 别 是 z, 到 DD 的 
边界 点 的 最 小 距离 和 最 大 距离 。 和 证 明 

d 过 Rh, 

其 中 玉 是 万 在 点 ze 的 肌 般 千 径 ， 
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4. 设 万 是 单 连通 域 ， 也 送 C，zoE 门 ， 帮 (zz) 是 Riemann 在 
在 定理 中 满足 条 件 f (zo) =0，f'(z0) 这 0 的 丙 数 。g(z) 是 任意 一 
个 把 DD 保 角 地 映 为 单位 圆 |w|< 之 1 的 丙 数 ,有 夺 用 f(z) 表 未 出 g(2). 

5。 设 f(z) 把 单位 圆 |z| 之 1 保 角 地 上 映 为 域 D，a= f(zo). 证 
有 明 D 在 点 a 的 映照 人 竺 径 

R= (1-|z0l*)|f (20)|. 

6.。 设 D 是 有 界 域 ， 其 边界 是 一 简单 闭 曲线 厂 , 若 z1,2,;2s 是 
了 上 的 三 点 ， ui, ws 3s 征 圆周 | | = 1 上 的 三 点 。 它们 均 按 正 同 
排列 ， 则 存在 叭 一 的 一 个 落 数 1(z)， 满 足下 列 条 件 

(1)》 f(z) 在 D 内 单 叶 解析 ， 将 D 保 角 地 上 映 为 单位 加 |w| 过 1; 

(2) f(z) 将 z1 ,zs,2s 依 次 上 映 为 wi ,ws, ws,，。 

7。 (Vitali 定 理 ) 设 f,(z) (n= 1,2,3,…) 是 域 品 内 解析 画 
数 序列 ， 在 内 闭 一 至 有 界 。f,(z) 在 点 列 zi zzzs，… 上 收敛 ， 
入 列 z，。(n=1,2,3,…) 有 一 个 属于 D 的 极限 点 ， 证明 函数 序列 
1 (>) 在 忆 内 闭 一 致 收敛 ， 


8$5 多 角形 的 花形 映照 .9Schwarz-Christoffel 公 式 


1。 一 般 的 多 角形 


若 虑 z 平 面 上 的 上 和合 平 面 已 与 w 平面 上 的 " 边 的 多 角形 已 及 其 
内 部 GG， 了 PD 的 个 顶点 按 正 向 排列 为 wi;ws,…,w,，， 相 应 的 nn 个 
机 和 角 为 hnxyAogz yAnT (0 之 4,<2, k=1,2,.…,n), 

首先 ， 我 们 征明 存在 一 个 画 数 1(z) 满 足以 下 条 件 、: 

1) f(z) 在 DD 内 单 叶 解析 ， 将 DD 保 角 地 有 频 为 G， 

2) f(z) 在 D 内 连续 到 边界 实 轴 上 ， 且 建立 起 实 轴 上 的 点 与 
P 上 的 点 的 一 个 一 一 对 应 ， 

事实 上 ， 在 D 内 取 定 一 点 a9， 作 分 式 线性 变换 
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这 个 分 式 线性 变换 在 刀 内 单 叶 解析 ， 在 D 上 连续 ， 且 建立 起 实 轴 
上 的 点 与 单位 圆周 |5 | = 1 上 的 点 的 一 个 一 一 对 应 ， 根据 Riemann 
存在 定理 和 边界 对 应 定理 ， 存 在 单 叶 解析 阔 数 w= gp (6) 把 单位 
加 151 之 1 保 角 地 有 上映 为 G，%(5) 连续 到 边界 161] = 1 ， 工 且 建 立 起 
上 | =1 上 的 点 与 忆 上 的 点 的 一 个 一 一 对 应 . 于 是 ， 复 全 图 数 


w= f(z2)=9( 二 ) 
就 满足 条 件 1),2) 的 要 求 (图 8-25)， 


w=p (6) 


Wk < 二 


pr 


f(z2)—=tw 
Wt i 


Wi 


图 8-25 


下 面 我 们 应 轿 对 称 原理 ， 求 出 画 数 1(z) 的 一 般 形式 ， 

设 实 轴 上 与 点 wj ,ws，…, ,相对 应 的 4 个 点 分 别 是 a ,as， 
…,Q，。 我 们 先 假定 这 n 个 点 都 不 是 2 ， 又 设 S$; 是 实 轴 上 的 开 线段 
(aaii)y R=1,29…N 一 41， ,= (qs;y41) 是 由 实 轴 上 的 两 个 开 


一 342 一 


线段 (a,, + co) 和 -=- coya) 所 组 成 。 画 数 关 zz) 把 9。 肌 为 已 , = 
(wsws+1)。 由 对 称 原理 ，f(z) 可 以 越过 SS。 解析 开拓 到 下 伯 平 
面 D’。 即 可 以 得 到 一 个 历数 广 ,(z)， 它 满足 条 件 ，1)〉 PFA,(2) 在 
DUD’US, 内 解析 ，2) 在 DD 内 ，F,(z)= f(z), 大 且 关于 S, 对 
称 的 两 点 映 为 关于 PP 对称 的 两 点 ，3) 了 ,(z) 在 DUD’US, 内 的 
导数 户 !(z)a0, 这 是 因为 1(2) 在 DD 内 单 叶 ， 所 以 F'(z) 在 DD 内 不 
为 坟 。 在 D’ 内 ，F ,(z) 也 是 单 叶 的 ， 所 以 在 D’ 内 辣 样 有 F(z) 
0. 由 于 SS; 上 的 每 一 点 的 邻 域内 玉 ,(z) 是 单 叶 的 (了 F(z) 在 整个 
DUD’US, 内 不 一 定 是 单 叶 的 1!)， 故 FF1(z) 在 S$, 上 也 不 等 于 才 . 
全 kh = 1,2,…,n， 我 们 就 得 到 nn 个 画 数 F(z),F,(2),…, 耻 ,(2)， 
它们 在 DD 内 都 等 于 f(z)， 而 在 D' 内 是 不 相等 的 , 不过， 它们 相 
邻 的 两 个 画 数 只 相差 一 个 线性 变换 ,事实 上 ， 若 zo 是 D' 内 的 任意 
一 点 ， 那 么 2,.ED. 设 : 
w* = f(z,), w= F(z20), wri= Fri(20). 
根据 严 .(z)， ,i1(2) 在 D' 内 的 定义 ，w!,w* 两 点 关于 P。 是 对 
称 的 ，w!41,w* 两 点 关于 Ps; ,是 对 称 的 (图 8-26). 因此 ， 


日 
Wri= Fs 20) 


图 8-26 
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Wh— Witi= el ii(wWAI Wi)5 
即 
F(z20) Wt =eE Mar (Fr (20) ~ Wr). 
因为 z, 是 D’ 中 的 任意 一 点 ，、 所 以 在 D’ 内 ， 
F(z2)= A.F .1(2)+B,, 
其 中 4,,B, 是 与 R 有 关 的 常数 .由 此 得 到 
Fil2)= A.P Ir(2), ZzZED'’, 
Fi(z)= A,F’r,(2), 2zED'’., 
了 Fi FE, ED 
这 就 是 说 ， 这 n 个 隙 数 请 和 (2)/Fi(z) (k=1,2,…,n) 在 D 内 
是 相等 的 ， 在 DD 内 ， 显 然 它 们 都 等 于 1”(z)/f'(z)， 即 


# i 
Fi = 7 人， z€ DD (R=1,2,-.…,7), 


因此 ， 我 们 得 到 阔 数 g( Z) 它 在 整个 有 穷 复 平面 上 除去 a Co 
a: 外 是 解析 的 ， 在 D 内 


_ f”(2z) 
9g9(2) fa) 
下 面 我 们 证 明 c.(R = 1 ,2，…)7) 是 9(2) 的 一 级 极 点， 2 二 9 


是 9(z) 的 可 去 奇 点 。 

设 gs 是 G 内 以 w ,为 顶点 的 忆 形 . 在 刀 内 与 9. 对 应 的 是 一 个 域 
d, (图 8-27)。 qd, 的 边界 有 一 段 是 实 轴 上 的 一 线段 S*. w = f(z) 将 
qd, 保 角 地 上 映 为 g,， 将 5S* 双方 单 值 地 上 映 为 g, 的 两 条 边线 ， 利 用 窜 
沙 数 

C=(wW~wW) /As 
(一 个 分 支 ) 把 g, 保 和 角 地 有 鼎 为 洁 圆 wg9s 的 边界 上 的 点 与 oO 的 
边界 上 的 点 一 一 对 应 (图 8-28). 复合 函数 
S=p.2)={f (2)—w} sn 
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央 8-27 


把 d, 保 仿 地 颇 为 wo,， 把 S* 双方 单 
值 地 中 为 的 着 径 ， 把 点 a; 映 为 点 
e=0， 根据 对 称 原理 ， 我 们 可 以 将 
gx(z) 解析 开拓 到 qd Udi US 内 ， 
这 个 本 数 我 们 仍 记 作 办 (2》、 它 在 
ov UdiUS, 内 单 叶 解 析 , 在 以 点 a。 
为 殴 心 的 小 贺 c。 内 可 展 为 Taylor 
级 数 
Pl2)= A(z 0.) 细 8-28 
Al)C2~ y+, 
A = Bia 0. 
Pl2)= (2~ GL 2), 

其 中 je(2) 在 5 内 解析 , 且 44《6.) 交 0， 我 们 不妨 设 在 c, 内 4 (2) 
>s0， 所 以 

fa ~ (pea) ism (2-0) “vy,(2), 
其 中 vi.(2) = (Re 个 分 交 ) 在 c 内 解析 ， 且 不 等 于 雪 。 出 
此 得 到 


f(z) = (2~- Qa) * h(a), 
其 中 hh(2) 在 c, 内 解析 ， 且 不 等 于 等 。 于 是 
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f°(2)_ Ms-1 |_hi(z) 
f’(z) 2z~as hlz) 


甸 此 可 见 


_ 4 一 1 PR4(C2z) 
9(2)= Z— 4a, + hi,.(2) 


在 C ,内 除去 a 点 外 成 立 ，a, 是 g(2) 的 一 级 极点 ，g(z) 在 as 邻 域 
日 -2 


一 CA 
现在 考虑 函数 g(z) 在 点 z = coe 邻 域内 的 情形 .由 于 />z) 在 已 
内 有 界 ， 所 以 z = co 是 屎 ,(z) 的 可 去 奇 点 。 在 z = co 的 邻 域内 ， 


内 Laurent 展 式 的 主要 部 分 是 


2 + 十 也。0， 
F(z2) = - -9 -tr Zr {i (2), 


其 中 刀 (z) 在 z = % 邹 域内 解析 ， 且 碳 (mo)x0。 由 此 得 到 


F(z)= mr 
Fi2)__ mt+l  H’(z) 
Fi’'(z) Zz “HG) 
所 以 z = co 是 下 (0z)/ 下 202) 的 一 级 雪 点 。 由 于 z = co 的 邻 域内 
F(z) 
9(2) = F702)? 
所 以 
lim gq(2)=0。 
现在 考虑 疯 数 
- A,.—1 
G(z)= g(2) 2 sa, 
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它 在 有 穷 复 平 面 上 除去 点 CGI1yC2 Cn 外 是 解析 的 ， GyCo Cn 
是 它 的 可 去 奇 点 ， 此 外 ，G(ce) =0. 所 以 G(z) 恒 为 看， 妈 


g(2)= 》， 4 二 1 


n=1 Gs 


因为 在 上 中 平面 内 ，9g(z) = 用 人 和， 所 以 在 刀 内 ， 有 


请 7(z) — - 4 一 1 
jz) 和 -Ge 


上 式 两 边 涪 上 和 半 平 面孔 内 的 任意 一 条 从 zo 到 z 的 可 求 长 曲线 积分 ， 
得 到 


logf’(z)= ) (A,~1)log(z—a,)+k, 


上 之 | 


其 中 对 数 是 一 些 分 支 ，k 是 常数 . 所 以 


f'cz)= Ci (> 一 ae)2x-1) 


1 


f=C Tt-odridetCs, C25) 


其 中 C) ,Cs, 是 两 个 常数 ， 这 个 表达 式 称 为 Schwarz-Christoffe] 人 
式 . 

推导 S$chwarz-Christoffel 公 式 时 我 们 是 假定 对 应 于 多 角形 项 
点 区 ,的 那些 点 a 是 已 知 的 . 但 是 在 具体 问题 中 ， 往 往 是 只 给 定 多 
角形 的 顶点 史 :， 而 4 是 未 知 的 .我 们 可 以 任意 给 定 x 轴 上 的 三 个 
点 ， 上 比如 是 4a/ 之 Goas， 使 得 它们 分 别 与 多 角形 的 顶点 wi ,ws ,ws 
相对 应 ， 而 其 他 点 94,65，… 4, 以 及 C1,Cs 要 由 具体 问题 的 条 件 来 
确定 .确切 地 说 ， 存 在 唯一 的 一 个 单 叶 解析 画 数 w= f(z) 将 上 什 
平面 D 保 角 地 频 为 多 角形 P 的 内 部 G，f(z) 连续 到 边界 ( 实 轴 )， 
建立 起 实 轴 与 P 之 间 的 一 一 对 应 ， 生 w= f(z。6) (k=1,2,3). 
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事实 上 ， 设 w=y(6) 在 上 持平 面 E 内 单 叶 解析 ， 将 五 保 角 地 
映 为 多 角形 PP 的 内 部 G， 将 实 轴 上 的 三 点 61 达 6s 达 68 依次 上 映 为 P 的 
三 个 顶点 wi ;ws,ws。 由 $2 分 式 线 性 变换 的 性 质 ， 可 以 作 一 分 式 
线性 变换 6 = L(z)， 把 gj ,as,Gs 依 次 变 为 61 ,562;53。 于 是 复合 画 数 
w= f(2)= YLL(2z)) 
把 于 丕 面 D 保 角 地 上 映 为 多 角形 PP 的 内 部 G. 且 f (oi)=w， (k= 
1,2,3) (图 8-29)， 


8-29 


这 个 上 映照 是 唯一 的 。 如 果 w = g(z) 也 把 DD 保 角 地 上 映 为 G， 把 
实 轴 双方 单 值 地 上 映 为 P， 且 g(a,)=w,(h=1,2,3)， 那 么 沙 数 
L(z)= ff '[g(z)] 把 上 秆 平 面 D 保 角 地 映 为 自身 ， 日 连续 到 边 蹇 
( 实 轴 ，， 根据 对 称 原理 ，L(z) 可 以 解析 开拓 到 整个 z 平 面 ， 由 
$ 2 的 定理 1 ， 上 (2z) 是 一 个 分 式 线 性 变换 。 另外 ，L(z) 有 三 个 
不 动 点 91;4s,49。 所 人 以 上 L(z)= =>， 即 /zz)=9(z)。 

现在 假定 al ,az,…… Ga 中 有 一 个 是 无 穷 远 点 ， 比 如 a. = %. 设 
w= f(z) 将 上 持平 面 D 保 角 地 上 映 为 多 角形 P 的 内 部 C， 实 轴 上 的 
点 91,029… Gs- 1 及 44 = %o 分 别 对 应 于 点 wiyws，,… ws。 作 分 式 线 
性 变换 

£=—1 ， a<a, 


他 一 也 
它 把 上 第 盏 面 映 为 上 和 牢 补 面 ， 实 轴 肌 为 实 轴 ，o<<o<<…<a 
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Qn 二 co 分 别 变 为 放 <p< <O， AH， = 10. 于是， 阔 数 


F(E)=f(a- 上 十 ) 


把 上 牛 在 面 保 角 地 映 为 G， 把 B 映 为 ws(k=1,2,…,n)。 由 (25) 


式 ， 
F(e)=C,f {(z— PB)r-i(rt— Pe)*2!... 
《0 
x(t— PP,"-1 Tia lidr+Cs 


二 Ci 四 {(r 一 DCr-D)12 1 


“0 可 


x(T- 有 in-iririo iadr+Cs 


of GE) GE 
0 


] 4n” dt 
x( ) | 二 + Ca. 


G 一 上 


因为 ,= -一 一 (h=1,2,…,n 一 1)， 所 以 


jot Gove! 
2 0 


dt + C,. 


aD rar 
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双 因 为 ,4.=7 一 2， 所 以 


f(z)= C1 (t— a)t1-1(t— ge) 2 1! 
z 0 


xf-a。i)in-i71dfi+Cs (26) 
(26) 式 表明 ， 如 果 a，, = co， 那么 Schwarz-Christoffel 公 式 (25) 
中 包含 a ,的 那个 因子 将 不 出 现 ， 


2. 三 角形 与 矩形 的 情形 

若 书 是 一 个 三 角形 ， 它 的 顶点 是 WwW! UUayUWVs， 相应 的 顶 角 是 
an, pr, yn cg+pb+y= 1. 在 实 轴 上 取 三 点 : al = 0，aa = 1 ，9s 
= co。 由 公式 (26) 得 到 


w= f(z)=C 610 de tC,. (27) 


由 f(0)= wi， 得 到 Cs = wi， 因为 1 (1) = ww，,， 所 以 


Wa WI WwWi 
Ci 上 Bl(a,pb)" 


| x°-1(l1— xX) idx 
由 


由 于 ac+p8+?=1， 所 以 
Pu 8)- LVLB) ,TTB) 


Tl(a+ 有 ) 1 (1 一 个) 
= 一 Tc) 大 8) 六?)sinzy， 


一 Te 一 山 1) 
Ci TOOTOAT(Yy) sinry (28) 


若 忆 是 等 边 三 角形 ， 它 的 顶点 wi = 0ywa= ayws= La 


一 350 一 


(a>0);, 则 a=B=y =- 到， 由 (27) 式 得 到 


zz 有 .名 
w=f(2)=C] 5 3 (1-6) de， 


其 中 


Ci 
[各 了 [TCD) 
若 忆 是 等 腰 直 和 角 三 角形 ,其 顶点 wii=0，ws=G，ws=G(1+1) 


(a>0); 则 a = = 一 p= — 由 (27) 式 得 到 


二 _、 -3 .1 
w=f(z)=C1 | E46E) de, 


其 中 
GT GTA 2 


C， rEOT rm [Cr 


若 已 是 具有 - ， -于 角 的 直角 三 角形 ， 它 的 顶点 为 w! = 0， 


w= a, ws=a( 1 1+) (a>0), 则 a = 1/6,8=1/2,» = 1/3, 


由 (27) 式 得 到 
z _ 1 
w=f(2)=C| £1-2) de, 
其 中 0 
C = Qanx 2a4]A x 
,= 
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现在 来 讨论 上 后 平面 到 托 形 的 共 形 映照 设 妃 是 z 平面 上 的 
上 件 盏 面 ，C 是 w 平 面 上 的 和 矩形 忆 的 内 部 (图 8-30) ， 


8-30 


先 考 虑 DD 内 位 于 第 一 象限 的 那 部 分 Di 与 G 内 位 于 第 一 -象限 的 
那 部 分 G1. 作 变换 6 = z?。 它 把 DD, 保 角 地 映 为 上 年 平面 上 ， 并 且 将 
点 z=0,1,c0 依 次 变 为 点 6 =0,1, co， 已 知 存在 一 个 E 内 的 单 叶 解 
析 夯 数 w = pg(E)， 把 EE 保 角 地 上 映 为 G1,， 使 得 点 =0,1,o% 依次 地 
变 为 点 w=0, 民 ,iK“ .于 是 复合 画 数 

w= f(z2z)= 0(2z2) | 

把 D, 保 角 地 映 为 G1, 把 点 z =0,1, co 依次 变 为 点 w= 9,K,iK". 并 
且 f1(z) 连 续 到 边界 ， 建 立 起 DD 的 边界 点 与 G 的 边界 点 的 一 一 对 
应 (图 8-31)。 设 x 轴 上 的 一 点 z = 1/k (0 之 k 过 1) 对 应 于 w = 
iK . z 

y 轴 上 的 点 与 线段 (0,fK“) 的 点 一 一 对 应 ,根据 对 称 原理 ， 
f1(z) 可 以 越过 y 轴 解析 开拓 到 DD 在 第 二 象限 的 那 部 分 D, 内 . 确切 
地 说 ， 可 以 得 到 一 个 DD 内 的 单 叶 解析 画 数 1(z)， 在 D, 内 部 ,f(z) 


= f1(z),f(z) 把 D 保 角 地 上 映 为 域 G, 点 z= - -1,1, -元 分别 


变 为 点 -K+iK’,-K,K,K+iK' (图 8-32). 根 扬 Schwarz 
~Christoffel 公 式 (25) 得 到 


106) ,7 de 


(EN 1(¢ -4-) '? 
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ai=:0 ao 一 1 as 一 co di 二 0 4 一 | 0 一 oo 
f(z) =w w=—p(s) 
图 8-31 
D 
oz= 一 下 &4 一 一 工 _ dl 二 1] m= 于 


A (KT+iK’) 


A,(—K) O 


Al(K) 


(这 里 41= 4 hs=h = 3). 因为 1(0) = 0， PWC, = 0， 


cf dg 
f(z)=C] 1 OE Re (29) 
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又 因为 1(1)= 友 ， 所 以 


1 dx 
KC), Vy 
五 记 
1 dx . > 
dx 
F(R) 上 VV (1—x2)(1— k2x?) 7 
那么 
C- . (30) 


”也 


由 于 /(1)- K +iK'， 所 以 


x EC 人 dx -cf cf 
1 o TY (1-x2)(1 一 R2x2) ov 1 


114 dx 
-KE TD 
K-C| dx 
I 


VV (x2~1)(1~ Rk2x2) " 


在 积分 中 作 变 痪 
-VE (ep) 
Ri xX? V 1-k2E/ 
其 中 = VW 1 局 ， 我 们 得 到 


1 人 8 dx 
上 TY (x?~1)(1~ hk2x?) = PF (ki), 


K’=CF(Rk). (31) 


由 (30) ,31) 式 ， 得 到 


/2 Wd 
i 三 一 
QD 若 令 x =sin06， 那 么 F(R) \ ， Tg 
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K’  F(k) 


2K 2F(k) ° 
容易 看 出 ，F(R) 是 的 连续 增 落 数 ， 当 从 0 到 1 时，F(kR) 从 


xz/2 增 长 到 + oo0; (kh)= FF(W 1-R?) 是 k 的 连续 威 丙 数 . 于 是 
F(R1)/F(kR) 是 k 的 连续 威 画 数 (从 + ce 到 0). 因此 当 给 定 开 与 长 / 
了 时， 由 (32) 式 可 以 唯一 地 确定 的 值 ， 然 后 再 由 (30) 和 (31) 式 确 
定 C 的 值 ， 

有 时 我 们 也 设 常数 hk (0<R<1) 是 已 经 给 定 的 ， 而 选取 第 形 
的 长 和 宽 使 得 (30) 式 与 (31) 式 中 的 C =1， 即 


1 dx 
K=FCDO= | VV (1-x2)(1 一 A2x2) 


(32) 


1 人 dx 
R=F(k)= VV (x2—1)(1~ ksx2) " 
这 时 ， 画 数 
_ _f :gd 
“=f |, C33) 


把 上 和 牛 平 面 D 保 角 地 映 为 从 形 的 内 部 G， 
习 题 


1。 求 上 牛 平 面 到 硅 
形 〈 图 8-33) 的 共 形 映照 ， 
使 得 0,1,co 分 别 与 装 形 的 
顶点 0,cyc(1I+ei“ <) 相 

2. 证 明 单 位 圆 |z{ 图 8-33 
<1 到 多 角形 内 部 的 共 形 映照 有 下 列 形 式 


12)=C | -oo 
PP 0 - 
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其 中 a (|a| =1》 是 与 多 角形 顶点 相对 应 的 点 ，asz 是 多 角形 
的 内 和 角 ，|z6 | 三 1. 

提示 ， 利 用 上 半 平 面 到 单位 圆 内 的 分 式 线性 变换 . 

3。 设 G 是 正 多 边 形 P 的 内 部 ，P 的 中 心 在 原点 , w =a (a> 
0) 是 忆 的 一 个 顶点 ， 求 单位 加 |z| 之 1 到 GG 的 共 形 映照 f(z), 且 使 
f(0)=0, f’0(0 )>0. 

4。 设 G 是 正 五 角 昨 PP 的 内 部 ，P 忆 的 中 心 在 原点 。w=1 是 P 
的 一 个 顶点 ， 求 单位 加 |1z|<1 到 G 的 共 形 映照 f(z)， 且 使 1(0) 
=0, f’(0)>0. 
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